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RESUME. Cet article est une introduction a la théorie des grandes matrices aléatoires, a destina-
tion d’un public non spécialiste. On y énonce et démontre en détail le théoreme de Marcenko-
Pastur qui décrit le spectre asymptotique d’une grande matrice de covariance. On introduit la
transformée de Stieltjes et les techniques de calcul associées, ainsi que quelques techniques
de calcul gaussien qui nous permettent d’aborder rapidement le théoreme de Marcenko-Pastur
isotrope. On aborde également les grandes matrices de covariance plus générales et les modéles
a petites perturbations. Enfin, on évoque une application de la théorie aux communications nu-

mériques.

ABSTRACT. This article provides an introduction to large random matrix theory, aimed at a non-
specialist audience. We state and prove Marcenko-Pastur’s theorem which describes the asymp-
totic spectrum of a large covariance matrix. We introduce the Stieltjes transform and associated
techniques; we also introduce specific techniques for matrices with gaussian entries, which in
particular provide a short proof for the isotropic Marcenko-Pastur theorem. We also present co-
variance matrices with general population covariance matrices and spiked models. We finally
give an application of the theory to wireless communication.
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Extended abstract

This article provides an introduction to large random matrix theory, aimed at a non-
specialist audience. We state and prove Marcenko-Pastur’s theorem which describes
the asymptotic spectrum of a large covariance matrix. We introduce the Stieltjes trans-
form and show how this mathematical transform is suited to the asymptotic analysis
of the spectrum of large random matrices. We also introduce specific techniques for
matrices with gaussian entries, based on the integration by part formula for a gaussian
vector. These gaussian techniques enable us to provide a short proof for the isotropic
Marcenko-Pastur theorem.

We also analyse the asymptotic behaviour of the spectrum of large covariance ma-
trices with general population covariance matrices and spiked models. Spiked models
are referred to matrix models for which a finite number of eigenvalues clearly sepa-
rate from the set of all the eigenvalues which gather into a bulk. These models are of
particular interest in many applications.

We finally give an application of the theory to wireless communication.

1. Introduction

La théorie des grandes matrices aléatoires prend ses racines dans les travaux deWi-
shart|(1928)) qui a initialement considéré des matrices a entrées aléatoires gaussiennes.
Wigner| (19550 1958)) et plus tard Marcenko et Pastur| (1967) ont donné une impulsion
décisive au domaine en décrivant le spectre de certaines matrices hermitiennes a en-
trées aléatoires lorsque la dimension de ces matrices tend vers +oo. Il s’est avéré que
dans ce régime, une simplification majeure s’opere pour le comportement du spectre,
a I’instar de la loi des grands nombres par exemple. Alors que le spectre d’une grande
matrice aléatoire est un objet lui-méme aléatoire et a priori compliqué, son compor-
tement se stabilise lorsque la dimension des matrices sous-jacentes tend vers I’infini,
pour finalement tendre vers un spectre complétement déterministe.

Du c6té des applications en sciences de 1’ingénieur, [Telatar| (1998)) a des 1995 (ar-
ticle paru en 1998) entrevu le potentiel applicatif de cette théorie aux communications
numériques sans fil. Ce point de vue s’est avéré extraordinairement fécond et a motivé
un grand nombre de travaux (cf. par exemple le livre de |Couillet et Debbah| (2011}
pour un panorama indicatif) en communications numériques mais aussi en traitement
statistique du signal.

D’un point de vue mathématique, ces dix dernieres années ont également été 1’oc-
casion d’une activité considérable, comme en témoigne la parution de monographies
majeures dans le domaine :|/Anderson et al.| (2010); |Pastur et al.| (201 1); Bai et Silver-
stein| (2010); [Tao| (2012)).

L’ objectif de cet article est de présenter quelques éléments clés de cette théorie,
avec suffisamment de détails pour permettre au lecteur intéressé d’aborder des lec-
tures plus avancées, en particulier dans le domaine de 1’application de la théorie des
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grandes matrices aléatoires aux sciences de 1’ingénieur. On se concentrera principa-
lement sur deux familles de techniques: les techniques fondées sur la transformée de
Stieltjes et celles fondées sur le calcul gaussien. D’autres techniques existent, fondées
sur la combinatoire (identification des moments des lois limites) ou sur la théorie des
probabilités libres (cf. /Anderson et al.|(2010); Nica et al.| (2006)); Tao| (2012))), mais ne
seront pas abordées ici.

Matrice de Wigner

Le théoréme de Wigner concerne des matrices (WWy ), de dimension N x N, dont
toutes les entrées W;; sur et au dessus de la diagonale sont réelles (le théoréme s’étend
aux entrées complexes), indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) et de carré
sommables. On complete les entrées sous la diagonale de sorte que la matrice Wy soit
symétrique: W = Wy ot A est la matrice transposée de A. Dans le cas d’entrées
complexes, on imposera la condition de symétrie W3, = Wy, ot A* représente la
transconjuguée de la matrice A. On appelera matrice de Wigner une telle matrice. Si
les entrées sont centrées de variance 1, et si on renormalise la matrice par 1/ VN,
alors le spectre de Wy s’organise autour de la loi du demi-cercle N — oo, au sens
ou I’histogramme de ses valeurs propres va suivre la loi du demi-cercle ("semi-circle

law"), de densité
1
fsc(x) = E V4 — x21\m\<2 s

comme I’indique la figure [I| On notera P, la probabilité associée a la densité f..
Notons que I’histogramme des valeurs propres a été construit a partir d’une seule
réalisation de la matrice Wy . Pour une preuve combinatoire du théoréme de Wigner,
on pourra par exemple se référer aux notes de Bordenave|(2013)) ainsi qu’au chapitre
21 du livre de (Chafai et Malrieu| (2015)).

Grandes matrices de covariance

Le théoreme de Marcenko-Pastur concerne les grandes matrices de covariance.
Soit X une matrice NV x n dont toutes les entrées sont réelles ou complexes i.i.d.,
centrées, de variance unité et de carré sommables; on considere la matrice %X NX JE
si les entrées sont réelles et %X N X} siles entrées sont complexes. Alors, quand les
deux dimensions vont croitre au méme rythme, c’est a dire N, n — oo et

N
— = c€]0,00][,
n

le spectre de la matrice %X ~ X% (resp. de la matrice %X ~N Xy dans le cas d’entrées

complexes) va s’organiser selon la distribution de Marcenko-Pastur dont la densité est
donnée par

VT —2)(@— A7)

2mex

fup(z) = Ip- (@) o AF = (14 Ve)

(dans le cas ou ¢ < 1). On notera [Py, la probabilité associée a fysp. La figure
illustre ce résultat.
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Wigner Matrix, N= 1500

Density

spectrum

FIGURE 1 — Histogramme des valeurs propres d’une matrice de Wigner renormalisée de dimen-
sions 1500 x 1500. En rouge, la densité de la loi du demi-cercle

Grandes matrices de covariance (suite)

Considérons une matrice Xy de dimensions N X n a entrées i.i.d., centrées, ré-
duites et de carré sommables. On notera Xy = [Z1,- - - , Z,] ol &; représente le iéme
vecteur-colonne de la matrice X . Soit R une matrice de covariance (hermitienne,
semi-définie positive) N x N, déterministe. On considere la matrice

RY*Xn = [RY*31, - Ry T,

Cette matrice modélise un échantillon de n observations ¢; = R}\{Qit‘i, chacune de
dimension N et de matrice de covariance Ry = E gy’ . A ce titre, c’est un modele
tres utile dans les applications en traitement statistique du signal ou autre. Posons
1 12
SN = %RNZ Xy

et considérons la matrice de covariance empirique associée

1 .
TSy = ER}\{ZXNX}QR}\{Q = > dii
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Wishart Matrix, N= 500, n=1000, c=0.5
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FIGURE 2 — Histogramme des valeurs propres d’une grande matrice de covariance de dimen-
sions 500 x 1000. En jaune, la densité de la loi du demi-cercle

Cette matrice peut apporter des éléments de compréhension de la "vraie" matrice de
covariance Ry (souvent appelée matrice de covariance de la population). En effet,
dans le régime statistique conventionnel ol IV est fixé et n — oo (données de dimen-
sion fixée N, taille de I’échantillon trés grande n — o0), la convergence suivante est
immédiate :

n

* 1 — — % .S.
SNEy =) Uil — 2, Ry. 4))

. N fixé, n— o0
i=1

Autrement dit, la matrice de covariance empirique est dans ce cas une bonne ap-
proximation de la matrice de covariance de la population.

La situation est sensiblement différente dans le régime asymptotique des grandes
matrices N,n — oo et % — c. Dans ce cas, le ratio c représente le rapport entre la
dimension N des données et la taille n de 1’échantillon.

On peut montrer alors que les valeurs propres de la matrice Xy X3, s’ organisent
autour d’une distribution limite dont on peut tracer la densité (on dira alors - cf. pa-
ragraphe suivant- que la mesure spectrale de Yy X7, converge vers une distribution
limite).
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La figure [3| représente en rouge la distribution limite de la mesure spectrale de la
matrice Yy X% lorsque la matrice R admet 3 valeurs propres distinctes, 1, 3 et 7
(représentées par 3 traits verticaux bleus), chacune de multiplicité identique (~ &),

Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD) Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD) Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD)

= LsD =4 = LSD < = LsD
w | = Population = Population = Population

FIGURE 3 — En rouge, densité de la mesure limite dans les cas ot c = 0,1; ¢c = 0,3 et c = 0, 6.
En bleu, les 3 valeurs propres de la matrice Rn de covariance de la population, chacune de
multiplicité égale

Il apparait alors que lorsque le ratio c est petit (c = 0, 1, ce qui signifie que I’échan-
tillon est 10 fois plus grand que la dimension des données), on peut, grace a la mesure
limite (en rouge) "pressentir" la matrice de covariance de la population (dont les va-
leurs propres sont en bleu); ce cas de figure est a rapprocher de la convergence ().
En revanche, quand ce ratio est plus important (¢ = 0, 6), il est rigoureusement im-
possible, a 1’oeil, de deviner les valeurs propres de la matrice de covariance de la
population. Autrement dit, I’information apportée par la matrice de covariance empi-
rique sur la matrice de covariance de la population est beaucoup moins directe que
dans le régime conventionnel !

Petites perturbations

Un cas particulier et intéressant du modele de grandes matrices de covariance pré-
cédent Xy X7 est celui ol la matrice Ry est une petite perturbation de I’unité :

k
Ry =1Iy+ > 0y},
{=1

ol les (6;) sont des réels fixés et déterministes, et les (@; ) (qui dépendent de n) sont des
vecteurs déterministes et orthonormés. Chaque matrice ;% est une matrice de rang
1 (matrice de perturbation) et on suppose que le nombre de perturbations k est fini et
indépendant de N, n. La question suivante est alors naturelle : comment le spectre de
la matrice %X ~NXx est-il modifié par la présence de la perturbation lezl 01, ?
Des simulations apportent quelques éléments de réponse, cf. la figure [

Les simulations illustrent le fait que le comportement de toutes les valeurs propres,
sauf des plus grandes, est bien prédit par la distribution de Marcenko-Pastur. L’inten-
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N=800,, n= 2000, sqrt(c)=0.63, theta=[ 0.1] Wishart Matrix, N= 800 , n= 2000, sart(c)=0.63, theta=1.5 N=400, n= 1000, sqrt(c)=0.63, theta=[ 2,2.5]
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FIGURE 4 — En rouge, la densité de Marcenko-Pastur, en bleu I’histogramme des valeurs
propres empiriques. Le(s) petit(s) bdton(s) rouge(s) représente(nt) la(les) plus grande(s) va-
leur(s) propre(s) empirique(s). Les deux premieres simulations correspondent a une perturba-
tion simple o 0 = 0,1 et 0 = 1,5, la derniére a une perturbation double on 61 = 2 et
02 =2,5

sité de la perturbation semble également jouer un role dans la capacité des plus grandes
valeurs propres a se séparer de la masse des autres.

Mesure spectrale

La maniere standard de formaliser la convergence du spectre d’une grande matrice
de covariance est de considérer la mesure spectrale associée. Appelons Ay, - , Ay
les N valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) d’une matrice symétrique ou
hermitienne Zn de dimension N x N. Le théoreme spectral nous assure que ces
valeurs propres sont réelles. Appelons ¢, la mesure de Dirac au point z, définie par

1 si z€A,
53”(‘4){0 sioz¢A.

Une propriété importante de la mesure de Dirac est que
[ fwsa(aw = 1(a)

On appellera mesure spectrale de Z (ou mesure empirique des valeurs propres as-
sociées a Z ) la probabilité définie par :

1 N
i=1

Ainsi, L (A) correspond a la proportion des valeurs propres contenues dans A :

N .
Ly(d) = £ 36, (1) = FLAE AL
i=1
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On dira que Ly converge étroitement vers une mesure de probabilité y (notation

t . . . . .
Ly =5 1) si quelque soit 1a fonction f continue et bornée sur R, on a

N
1
u) Ly (du) = — Ay) —— u)p(du) .
[ Lt N 2100 [ Htmta

i—=
Si de plus la matrice Z est aléatoire, ses valeurs propres le sont également et on dira
que presque sirement L converge étroitement vers u si pour presque toute réalisa-
tion de la famille de matrices Z, on a convergence étroite de Ly (en tant qu’objet
aléatoire) vers p (qui est une probabilité certes, mais ne dépendant pas du hasard).

Ainsi, le théoreme de Wigner s’exprimera de la maniere suivante : soit Ly la
mesure spectrale de %, ou Wy est une matrice de Wigner, alors presque stirement

etr
Ly —— Py .
N—o0

Organisation de l'article

La preuve du théoréme de Marcenko-Pastur structurera la premiere partie (rigou-
reuse) de I’article (sections [2] a ) ; elle sera pour nous I’occasion d’introduire des
concepts d’usage constant dans cette théorie tels que la transformée de Stieltjes (sec-
tion [2), certaines identités matricielles et inégalités (section [3) et des techniques de
calcul gaussien (section [4.2). Dans la deuxieme partie de I’article, moins formelle
(sections 4 & 5), nous décrirons la convergence du spectre de grandes matrices de co-
variance plus générales. Nous nous appuierons sur les résultats et ordres de grandeur
développés dans la premiere partie. Enfin, nous nous intéresserons a I’impact de per-
turbations de rang fini sur le spectre de grandes matrices aléatoires. En section[7} nous
détaillerons une application de la théorie aux communications numériques sans fil et
plus particulierement aux communications multi-antennes.

2. Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes d’'une mesure s’avere étre une transformation particu-
lierement adaptée pour 1’étude asymptotique des mesures spectrales. Pour de telles
mesures, la transformée de Stieltjes est la trace normalisée de la résolvante associée a
la matrice sous-jacente.

2.1. Définition et premiéres propriétés
Soit ;4 une mesure positive sur R muni de la tribu des boréliens, de masse totale
finie, i.e. ;4(R) < co. On note
Ct={z€C, Im(z) > 0} .

La transformée de Stieltjes de 1 est définie par

_ [ pdA) +
g;t(z)*/R)\_Zv ZE(C .
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On remarque que la définition s’étend a C—, ainsi qu'a R \ S, ou S représente le
support de .
EXEMPLE 1. — Soient x,x; € R

1. Si p(dX) = 6,(dN), alors g, (z) = [A2) — L

A—z r—z

A | N _ 1 N 1
2. Sip= 5 Y iy Oy alors gu(z) = § 221 75
3. Soit Z une matrice hermitienne N X N de décomposition spectrale

Z=UAU* on UU*=UU=1Iy et A=diag()\;),

les \; étant les valeurs propres de Z. Soit Ly la mesure spectrale de Z, aussi appelée
mesure empirique des valeurs propres de 7 :

1 N
i=1

Alors )
g9(z) = NTr (Z — zIn)7!
est la transformée de Stieltjes de la mesure Ly . En effet,

1 1 1
~ I (Z —zIN)"t = ~ I (UAU* — 2UU*)" ! = NTr{U(A —zIn)"tU*}

1
-z

=|

1 1 N
-1 _
—Tr (A — ZIN) = izgl )\l

- [ =

4. Méme contexte que précédemment. Soit a un vecteur N X 1; on note u; le
vecteur propre associé a la valeur propre X\;. Alors

a2
7|<a,ul>| o {(a,u;) = a*u;,
z

g(2) = a*(Z — z2Iy)"ta = Z N

i=1

est la transformée de Stielties de la mesure Zivzl [{a,u;)|?Sx, de masse totale
N 2 _ 2

2 im1 @, ui)[* = lall®.

PROPOSITION 2. — Soit g,, la transformée de Stieltjes de la mesure i, de masse

totale j1(R) finie et de support S, alors :

1. g, est analytique sur C*,

2. g, € C* pour z € C,
3. 5i S C RT, alors Im (zg,(z)) > 0
4. limy 400 2y g, (2y) = —p(R)
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5. pour tout z € Ct,
n(R)
Im(z)

190 (2)] <
6. quelque soit x € R,
z} = lim yImg, (z + 2y) .
plo} = lim yImg,(z +iy)
7. quelque soit f : R — R continue bornée, on a
Fap=tim “im [ f(x)gu(e+ iy)d
= _ IL
m yl{‘% —Im x)gu (T + ty)dz

8. Sia,b € R sont des points de continuité de i, i.e. p({a}) = u({b}) = 0, alors
b

1
b) = lim ~1I iy)d
p(a, b) Y 21w | gu(z + ty)dx

On remarquera que lors de la reconstruction d’une mesure a partir de sa transfor-
mée de Stieltjes (cf. les points 6, 7 et 8 ci-dessus), c’est le comportement de celle-ci
pres de 1’axe réel qui importe.

PREUVE. —
1. Immédiat.

2. Un calcul direct donne

. dA .
Imgu($+ly):y/(>\_‘llzi.)2)_*_y2>o S1 y>0

3. Posons z = = + 2y ; un calcul de méme nature que le précédent donne

Ap(dA) .
Im (2g,(2)) :y/]R+ m >0 si y>0etSCRT.

4. Ona

o iy i\y —y°
ingutin) = [ 52 nan) = [y

On conclut par le théoreme de convergence dominée :

Ay _ 1 Ayl |-y —y°
<z, 0 et Il <y, 4
AN 4+y?2 727 N2 4y? oyt <o +y? A2 +y? yo+too

—1.

5. Siz=ux+1iy,alors |\ —z| > yet

pERY)

l9u(2)] < ;
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6. Un calcul immédiat donne

2
sytotin = [ G

2
En remarquant que, a x fixé, (A—;jﬁ v 1{z1(A), une application directe du
théoréme de convergence dominée donne

li yling, o+ i9) = [ 1 (Vild) = fe}

Avant d’aborder les 2 derniers points (que 1’on démontrera sans perte de généralité
pour des mesures de probabilité), on fait un petit rappel sur les lois de Cauchy et la
convolution : on dit que la variable aléatoire réelle Y suit une loi de Cauchy si sa
densité fy (y) est donnée par

1
(1l +22) "

On démontre alors sans peine que yY (ou y > 0) admet la densité

_ Y
@) =Sy
Enfin, on rappelle que si X est une variable aléatoire réelle de loi u, Y est indépen-
dante de X et admet la densité fy, alors X + Y admet la densité

fr(z) =

fxyv(u /fy u— z)p(dr) .

Forts de ces rappels, on utilisera la propriété suivante :

1 .

tt [ f@)gue + in)de =EF(X +9Y) @)
ou X estune V.A. de loi p, Y suit une loi de Cauchy et X et Y sont indépendantes.
En effet, d’apres les rappels, X + yY a pour densité

1
T / (A — 553;2 +y? Hid)

Ef(X—&—yY)z/f(x)i/%dm.

D’autre part, un calcul direct de Im g,,(z + 2y) donne

/f 2)Im g, (z + iy) d:z:f/f / y”()di)ry d

ce qui établit (2)). Revenons maintenant aux preuves des points 7 et 8.

donc
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7. Soit f une fonction continue bornée et || f|| o = sup,cg | f(z)|, alors

f(X+yY)mf(X) et [f(X+yY)| <|[flloo -

Par convergence dominée, il vient que

a 1 .
lim E f(X 4+ yY) @ i f/f(z)lmg#(:chzy) dx =E f(X) = /f(a:)p(dz) ;
y\0 yN\O 7T

ici, (a) découle de I'identité (2).
8. On procede par approximation et on introduit deux fonctions continues bornées

o, et telles que

O <liag <o lim @ =1, lim @of =11, .
n— o0

n—oo

On pourra par exemple prendre pour ¢, et ¢, les lignes brisées définies par

_ - 0 si z€(—o00,a)U (b o0)
oo (@) = {1 i ze(atdb-1)

0 si xe(fooafl)u(b+loo)
+ — ’ n n?
on (@) = { 1 si z€(ab)

et rectilignes ailleurs. Soit X une V.A. de loi p, on a donc

_ 1 _ .
Ep,(X) = Ty — ¢ ()Im g, (z + iy)de
1 b
< liminf— [ Tmgy,(z + iy)d
< limin 7_‘_/a m g, (z + ty)dx
1 /b
< limsupf/ Im g, (z + iy)dx
y\0 T Ja
1
< lim — [ ¢f(@)Img,(z+iy)de = Egi(X).
yNO T

Par convergence dominée, en faisant maintenant tendre n vers l'infini, il vient
Ep, (X) — p(la,b]) et Egf (X) — u([a, b]). Soit finalement

1 b
b < liminf — I 21y )d
pat) < timint [ mgo+in)ds

IN

1 /b
lim sup — / Im g, (z + iy)dx < p([a, b))
yN\O0 T Ja

d’ou I’égalité si a et b sont des points de continuité de p.
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2.2. Convergence

On va montrer dans ce paragraphe comment caractériser la convergence étroite de
mesures de probabilités grace a la convergence ponctuelle de leurs transformées de
Stieltjes.

On appelle Cx I’ensemble des fonctions continues sur R a support compact. Etant
donnée une famille p,, de mesures de probabilités sur R, on dit qu’elle converge
vaguement vers une mesure v si pour toute fonction f € C'ix, on a

[ H@hn(de) > [ sawias).

. . v
On indiquera la convergence vague par —.

La convergence vague est tres flexible car on dispose du critere de compacité
suivant, appelé principe de sélection de Helly (cf. (Billingsleyl, |1968, Appendix II,
p-226), (Kallenberg| 2002, Th. 5.19)) : de toute suite de probabilités u,, sur R, on peut
extraire une sous-suite qui converge vaguement.

Malheureusement, cette convergence peut occasionner une perte de masse : la
limite v n’est plus forcément une probabilité (on peut d’ailleurs montrer que nécessai-
rement, v(R) < 1).

EXEMPLE 3. —
L 6, ——0.

n— oo

2. Soit P une probabilité, o € (0, 1) et posons i, = (1 — a)P + oy, alors
oy —— v 2 1-a)P
n—oo

etv(R)=1—-a< 1

REMARQUE 4. — Une propriété intéressante de la convergence vague est la sui-
vante :

P, ——pu = /dePn—>/fdu
n—00 n—00

pour toute fonction f continue qui tend vers zéro en +oco. Cette remarque sera utile
dans la preuve du théoréme7}

Soit y1,, une suite de mesures de probabilités. On rappelle que 1, converge étroi-
tement vers u si pour toute fonction continue bornée,

[tnn o [ an.

t . . e
On notera <. Dans ce cas, y est nécessairement une probabilité (prendre f = 1p
pour montrer que u(R) = 1); en revanche, on n’a plus de critére automatique de
compacité.
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Etant donnée une suite yu,, de probabilités, on dit qu’elle est tendue si pour tout
e > 0, il existe un compact K C R tel que

Vn>1, pp([—K,K|%) <e.

La condition de tension équivaut par passage au complémentaire a la condition sui-
vante

Vn>1, u([-K,K])>1-¢
que I’on peut interpréter comme le fait qu’a ¢ pres, toutes les probabilités p,, ont leur
support essentiellement dans [— K, K].

THEOREME 5. — Etant donnée une suite de probabilités (ju,,), les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

1. De toute sous-suite de (p,, ), on peut extraire une sous-suite qui converge étroi-
tement,

2. La suite (uy,) est tendue.
On trouvera la démonstration de ce résultat dans (Dudley} 2002, Th. 9.3.3) et

(Kallenberg|, 2002, Prop. 5.21); on vérifiera aisément que les suite de probabilités
de I’exemple 3| ne sont pas tendues.

PROPOSITION 6. — Etant donnée une suite de probabilités (p,), les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
1. fn —=— et p est une probabilité.
n—oo
etr
2. Uy — e
n—oo

PREUVE. — Le fait que 2. = /. est immédiat ; montrons la réciproque. Soit K > 0
tel que p([— K, K]) > 1 — €. Considérons une fonction continue f, comprise entre 0
et 1, a support inclus dans [—(K + 1), K + 1] et valant 1 sur le compact [— K, K].
Alors

ol + DK +1) = [ fdp— [ fdp = 12,

On en déduit qu’a partir d’un certain rang, p,([—(K + 1), K +1]) > 1 — 2¢. En
agrandissant suffisamment le compact [—(K + 1), K + 1] pour que I’inégalité précé-
dente reste valable pour les indices plus petits, on démontre ainsi que (p,, ) est tendue.
Le théoreme [5| permet alors de conclure. |

THEOREME 7. — Soit (1,,) une suite de probabilités sur R.
1. Sipy, et w, alors gy, (z) —— g,(2), pour tout z € C*.

2. a) si gu,(z) —— g(z) pour z € D, D étant un sous-ensemble de
n—oo

C™* contenant un point d’accumulation, alors il existe une mesure v de masse totale
inférieure ou égale a 1 telle que

g(z) = / ;(ft) pour z €D
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et iy, ——> .
n—oo

b) side plus
lim 4y g(iy) = -1,

y—>+00

v1ee 2 etr
alors v est une probabilité et p,, — V.
n—oo

REMARQUE 8. — Le théoreme précédent sera d’un usage constant : bien souvent, il
est plus facile de démontrer la convergence de la transformée de Stieltjes de la mesure
spectrale L associée a une matrice aléatoire Z que la convergence directe de la
mesure spectrale.

PREUVE. — Montrons le premier point. A z = = + iy € C™ fixé, I'application

Nes Lo AT, Y
A=z (A=) +y2 (A1) +y?

est continue bornée donc par définition de la convergence étroite, on a convergence de
gp,. (z) vers g, (z) pour z € C.

Montrons le point 2-(a). Considérons la suite de probabilités (., ). D’apres le prin-
cipe de sélection de Helly, il existe une sous-suite (y/,) qui converge vaguement vers
une sous-probabilité ». Comme I’application A — ﬁ est continue et tend vers z€éro
en £o00, cela entraine (cf. la remarque ) en particulier que

e ji

quelque soit z € CT. Du fait de I’hypothése, on obtient I’identification suivante :

g(z):/% pourz € D.

Le méme raisonnement entraine que si une autre sous-suite (u/) converge vers 7,
alors la transformée de Stieltes de  est encore égale a g sur D. Par suite, les fonctions

v(d\) " v(dX)
e
A—z A—z
coincident sur D et, étant analytiques sur C*, y coi‘ncident[ﬂ aussi. Par suite v et v
coincident. On en déduit alors que de toute sous-suite de (i), on peut extraire une

sous-suite qui converge vaguement vers v, et finalement que la suite (u.,,) converge
vaguement vers .

Si de plus iyg(iy) converge vers —1, alors v est une probabilité d’apres le point
(4) de la proposition 2] La proposition[6| permet alors de conclure.
|

1. On rappelle que si deux fonctions analytiques sur Ct coincident sur D, alors elles coincident sur C,
voir par exemple (Rudin, 1987, Corollaire du théoreme 10.18).
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2.3. Identifier une transformée de Stieltjes

Etant donnée une fonction g : C* — CT, il est important de disposer de cri-
teres permettant d’affirmer qu’une telle fonction est la transformée de Stieltjes d’une
mesure, voire d’une probabilité.

THEOREME 9. — Si la fonction ¢ : Ct — CV satisfait les conditions sui-
vantes :

1. g est analytique sur Ct,

2. il existe M > 0 telle que

3. limy 00 —yg(ty) = K.

Alors il existe une unique mesure positive p sur R, de masse totale k, i.e. u(R) = &,
telle que
)

4. Side plusIm (zg(z)) > 0, alors p(] — 00,0[) =0, i.e.

ooy = [ A

R+ A—Z

Pour une preuve de ce résultat, on pourra se référer a (Weidmann, |1980, Theorem
B.3) et (Krein et Nudel’man), 1977, Appendix).

EXEMPLE 10. — Soit g(2) la transformée de Stieltjes associée & une mesure de sup-
port inclus dans RT, alors

1
z(1+9(2))
est la transformée de Stieltjes d’une probabilité. En effet, h est analytique sur C*. Par
hypothése sur g, Tm(zg(2)) > 0, ce qui implique que h € C™, et
1 1 1
h(z)| < < < , z€Ct.
R (6 I =) R e

Enfin, on montre facilement que —iyh(iy) —+> 1. Le théoréeme précédent permet
Y—>+00

h(z) =

alors de conclure.

2.4. Distribution de Marcéenko-Pastur

On a mentionné le fait que 1’'une des approches possibles pour démontrer le théo-
reme de Marcenko-Pastur est de considérer la convergence de la transformée de Stieltjes



Introduction aux matrices aléatoires

177

associée a la mesure spectrale. Il est donc important de bien savoir décrire la transfor-
mée de Stieltjes de la limite escomptée. C’est 1’objet de ce paragraphe ou on étudie la

transformée de Stieltjes gyp associée a la distribution de Marcenko-Pastur.

On note +/z la branche de la fonction racine définie pour z = pe®® , 0 € (0,2n)

par

Vz=/pets e (0,2r).

3)

On remarque qu’avec cette définition, /z coincide avec la branche principale de la
fonction racine lorsque § € (0, 7) et avec I’autre branche de la fonction racine lorsque

6 € (m,27). En particulier, soit z € Ret z > 0. Si z = xe? alors

0\0

La fonction z — /z ainsi définie est analytique lorsque 6 € (0, 27).

Etant donné ¢ > 0, o2 > 0, on note
A =0%(1—ve)? et AT =0%(1+c)?.
Enfin, on note zy = max(z,0).
THEOREME 11. — Soitz € CT, ¢ > 0, 02 > 0 et le trindme du second degré
2o’ X? + [z+0%(c—1)] X +1=0.
On considere la solution suivante du trindme

) = RPN ERTERT o

ol z — +/z est définie par (3). Alors

“

1. Uapplication z — gyp(z) est 'unique transformée de Stieltjes solution du tri-
néme pour tout z € CT ; c’est la transformée de Stieltjes d’une mesure de probabilité.

2. L’application z — gyp(2) est la transformée de Stieltjes de la distribution de

Marcenko-Pastur, notée Pyp, et définie par

VO NA A

2meo2\

Py;p(d)) = (1 - i)+ So(dN) +

3. 8SizeChzeR x>\, alors

I —[z+ 0% (c—1)]+ /(= AT)(z— A1)

9nip(2) : Irip(T) Srole

et gyp(x) est solution du trindéme (@) out z a été remplacé par .

1p- (A dA.
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4. SizeCH z e R\ {0}, x <\, alors

aip(2) —— gup() A [z +02(c—1)] - \/(x — Az — )

2zo2c

et gyp(x) est solution du trindme [@)) ou z a été remplacé par x.

REMARQUE 12. — Dans la suite, on se référera souvent a I’équation @) comme étant
I’équation canonique de Marcenko-Pastur.

PREUVE. — On démontre le premier point.

D’abord I"unicité. Soient g et § deux transformées de Stieltjes solutions de (@). En
soustrayant les deux égalités correspondantes, il vient

(9-39) (2c0®(g+§) +2+0%*(c—1)) =0.

Les fonctions g et § étant des transformées de Stieltjes, la quantité z(g + g) est bornée
sur C*. En particulier, pour || assez grand (disons |z| > A), la quantité zco?(g +
g) + z + 0?(c — 1) est toujours différente de zéro. Cela entraine g = § pour |z| > A.
Les fonctions g et § étant analytiques sur CT, elles y coincident donc.

Montrons maintenant que gyp, solution de (@), est une transformée de Stieltjes. Le
calcul du discriminant du trindme donne

[240%(c—1)]° —42c0®> = 22—20%(1+c)z+0(c—1)?
= [¢= (1 +0)]° —4co?
= [z-d*(1+2Ve+0)] [z —0*(1—2Vc+0)]
= (z=AT) (2= A7)

Siz € CT, alors les arguments des nombres complexes z — AT et z — A~ sont compris
entre 0 et 7 ; "argument du discriminant (z — AT) (z — A7) est alors compris entre 0
et 27 et par le choix (3] de la branche de la racine carrée, celui de sa racine est compris
entre 0 et 7. En particulier,

Imy/(z = AF)(z—=A")>0.

On remarque en particulier que du fait de I’analycité de la branche choisie de la racine,
le discriminant est analytique sur C*. Considérons la solution

—[z—i—az(c—l)]—I—\/(z—)\*)(z—/\*).

9xe(2) = 2c02z
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Celle-ci est aussi analytique sur CT et s’écrit

gp(z) = (z =M (=A) ~ [+~
202z (\/(z A a )+ 2+ o2(e— 1)])

—dco?z
202z (\/(z )G a )+ 2+ o2(e— 1)])
2

- _\/(zfm (z=A)+[z+02(c—1) ©)

Soit D(z) le dénominateur ci-dessus ; alors si z € CT

ImD(z) = Tmy/(z = AF) (2 — A=) +Im(z) > 0.
> =

_2

Tm(z)

Par suite, |gyp(2)| <

—2[ReD(z) —iIlm D(z))

€ Ct.
Re?D(z) + Im*D(2)

Ip(2) =

Ainsi gyp est la transformée de Stieltjes d’une mesure positive sur R. Toujours grace
a la représentation (3]), on montre facilement que

i dygye(iy) = —1,
ce qui nous assure que la mesure dont gy est la transformée de Stieltjes est une
probabilité, que I’on notera Pyp.
On montre maintenant les points 2, 3 et 4 du théoreme.
Soitz €]At, 00 et z € Ct, z — z. Alors
(2= M)z = A7) = (2 = M) = A7)
et Arg(z — A7) (z — A7) \( 0. Ainsi,

V=M= A7) — V(@ =)@ - A7)

zZ—T

et

—[z+ oD+ /(@ =2 (& - A7)
2z02%¢ ’

Inp(2) : Iyp(T) =

Comme il est d’autre part immédiat de montrer que gyp () est solution du trindme (@)
quand x remplace z, cela entraine le point 3 du théoreme.

Soit z €] — 0o, A" [ et z € C™ tel que 2 — x. Un raisonnement similaire entraine
que Arg(z — AT)(z — A7) 7 2. Ainsi,

\/(z AN (z—A") — —\/(x —At)(z—A7).

zZ—T
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Le point 4 en découle facilement.
On a montré en particulier que la limite de gyp(z) lorsque z — z et z € R* \
[A\7, AT] est réelle, ce qui entraine
1
;Imgmp(z) —0 (6)

zZ—x

Calculons maintenant Py, ({0}). Par propriété des transformées de Stieltjes, on a

Pyp ({0}) = 3111{1% yIm(gyp(iy)) -

Notons que \/(iy — AT)(iy — A~) converge vers —V A+t A~ quand y — 0. Il vient
—(iy +o2(c—1)) — VAT A~ +o(y)

2co?1y
1
).
¢/ +

Déterminons maintenant la densité de Pyp sur le segment [A~, AT].

ap(ty) =

et

Tm (gyyo (3 — (1= 1— =
yIm (gyp(iy)) 0 20 T 202 3 - -

c—1 \/Wl{( 1)+‘ 1

Soitz € (A7, At]etz € Ct, z — z. Alors
|z=AT)(z= A7) — AT —2)(@— A7) et Argz—AT)(z—A") —— 7.

Par suite, ”
VEANGE=A) — i/ (F — )@ — 1)
et
VOF=a)@ =2

—Im gyp(2 7
™ 9xie (%) o 2cro?x ™
On peut d’autre part facilement borner la transformée de Stieltjes gyp sur tout en-

semble de la forme [a, b] x [0, €] ol [a, b] ne contient pas zéro. En utilisant les conver-
gences (0) et (7) et le théoreme de convergence dominée, il vient

At o\ — -
[ repstin) = [ 5@ VX —ale =2,

A 2cro?x

pour toute fonction f a support inclus dans [a, b] ne contenant pas zéro. ]

3. Identités matricielles et inégalités
3.1. Notations

On notera I la matrice identité (en indiquant parfois sa dimension I = I). Etant
donné un vecteur a = (ay,--- ,ay) € CV, on notera ||a|| sa norme euclidienne :

N 1/2
lall = (zw) |
1=1
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Pour une matrice B de dimensions N X n, on notera || B|| sa norme spectrale :
| B|| = max {ﬁ7 A valeur propre de BB*} )

On rappelle qu’alors
Bl = sup  |u"Bol, ®
lull<1,flvlI<1
ot u,v € CV.

Soient u,(2) et v,(z) des suites de fonctions définies sur C*. On notera u,, =
O, (vy,) pour signifier qu’il existe K > 0, p, ¢ € N tels que

|2|”
un(2)] < KM [vn(2)]

pour n assez grand.

Etant donnée une matrice X 5 de dimensions N X n, a entrées centrées et i.i.d., on
pose Yy = ﬁX ~ et on note y; la i-iéme colonne de Yy, soit

XN
Y = % = [yla"' 7yn] '

On introduit les résolvantes suivantes
1 —1 n
(nXNXX, —zI) = kz_lykyz — 2l ,

Qi(2) = (Zykyzi - zl) h 7

ki

Q(2)

ainsi que la transformée de Stieltjes de la mesure spectrale de Yy Y} :

() = Q).

On note Ey;y I’espérance conditionnelle par rapport aux vecteurs {y, ;k # i} et
var;y » la variance conditionnelle correspondante.

3.2. Identités matricielles

On rappelle certaines identités matricielles et on les spécialise dans le contexte des
grandes matrices aléatoires. Une référence classique sur le sujet est le livre de/Horn et
Johnson|(2013)).

2. Lutilisation de I’espérance conditionnelle E;y revient & ne calculer I'espérance E ;3 flyy, -, y,)
que par rapport au vecteur y; et a considérer les autres vecteurs g, comme des constantes.
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3.2.1. Inversion par blocs

On considere la matrice carrée de taille n x n partitionnée selon les blocs :
A B
M = ,
C D

les blocs diagonaux A et D étant carrés.

PROPOSITION 13. — En supposant que tous les inverses considérés existent, 1’in-

verse de la matrice M est donné par la formule

[A— BD1C]! —A~'B[D - CA~'B]!

M~ =
—[D-CA'B|lCcA! [D—CA-'B|™!

PREUVE. — On écrit M ~! sous forme de matrice partitionnée

Uiy U12}

M=
|:U21 Usaa

et on exploite la condition :

A Bl [Uy Ua] [I 0
C D||Uyn Uyp| |0 I|-

Il vient :
AU +BUy = 1
AU+ BUy;, = 0
CU1+DU;y = 0
CUipa+DUyp = 1
En combinant (T0) et (T2), il vient
Upy = (D—CA'B)~!

(D-CA™'BYUp =1 = {

Uio —A_lB(D—CA_lB)_l

©))
(10)
Y
(12)

En procédant de maniere similaire avec les équations (@) et (I1)), on en déduit les

expressions de Uy; et Us;.

3.2.2. Inverse d’une perturbation de matrice

A B
v=(&5p)

on appelle complément de Schur de A dans M la quantité :

Etant donnée la matrice

SA:D—OAilB.
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L’expression du bloc Uy; de la matrice inverse A ~! en fonction de S4 s obtient a
I’aide de I’équation (9) :

AU +BUy =1 = Upy :A_l—A_lBUgl.
En égalisant les deux expressions obtenues pour Uj 1, on obtient I’expression suivante :

(A-BD'C)™' = A '4+A'B[D-CcA'B]'CcAT!,
= A'4+A'BSfoATt.

En changeant D en —D dans la formule précédente, on obtient I’identité suivante,
parfois appelée formule de Sherman-Morrison.

PROPOSITION 14. — Soit A une matrice n xn, B, C et D des matricesn X k, k Xn
et k x k. En supposant que les inverses considérés existent, on a

(A+BD'C)y ' =A"' - AT'B[D+CAT'B]"lCcAT. (13)

Cette identité est particulierement utile pour exprimer I'inverse de A + BD~1C,
lorsque BD~1C est une perturbation de petit rangﬂ al’aide de I’inverse A1 de A.

EXEMPLE 15. — L’inverse d’une perturbation de rang 1 de la matrice A est un cas
particulier d’'usage constant : soient x et y des vecteurs de dimension n X 1, alors

A gy AL

A ) I e
(A+zy") 1+y*A-1lx

(14)

3.2.3. Expression d’un élément diagonal de la résolvante

Soit ¥ une matrix N xn dont on désigne les lignes par (£;,1 < ¢ < N). On appelle
31 la matrice X privée de sa premiere ligne. En remarquant que X% = (Q{;), on
obtient

&1 —2 &6 33
33
S sy = |
: 23] —z2In—
Enél
En appliquant la proposition T3] on peut obtenir une expression du premier élément
diagonal de la résolvante Q(z) = (X3* — 2I) ™! = (¢;5(2)) :

1
68— 26 — 21N

Q11(Z)

3. Par petite perturbation, on se réfere au cas ot D est une petite matrice carrée (k << n), de sorte que la
perturbation BD~1C est de rang k petit.
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Appliquons maintenant la formule de la proposition[T4]en particularisant
A=—-zI, B=%¥], C=%, D=1,

il vient

T I T -1 T
ettt =L (s (s (D) min) T m ().
z V4 z z

soit finalement
—2(XI8) —2) T =T =S558 - 2) 7y,

et 1
(14 & (58 - 2D) L)

On a montré la proposition suivante :

q1(z) =

PROPOSITION 16. — Etant donnée une matrice X de dimensions N xn, on dénote §;
laiéme ligne de ¥ et ¥; la matrice X privée de sa ligne €, de dimensions (N —1) x n.

Soit Q(z) la résolvante Q(z) = (XX* — zI) ™1 = (g;;(2)). Alors

1

_ 1<i<N.
A6, —2D) ) T

qii(2) =

3.2.4. Inégalité de perturbation de rang 1
La proposition suivante sera particulierement utile dans la suite.

PROPOSITION 17. — Soit A une matrice N x N hermitienne, B une matrice N x N
quelconque et x un vecteur (colonne) de CV, alors

. _ - 1B
|Tr B(A + xx* — zI) L~ TrB(A - 2I) 1|§m.

En particulier, si B = B est de norme spectrale uniformémemnt bornée en N, alors

1 1 1
—TrB(A )= Ty B(A— 2I)7! =
N (A+zx”™ — 2I) N ( 2I) +OZ(N)

PREUVE. — En utilisant I’identité de Sherman-Morisson (T4), il vient

Tr B(A+ xx* — 21)"' = Tr B(A — 21)~!

*

T -1
1+ax*(A- zl)*lm(A D) }
*(A—21)"'B(A—-zI) "z

1+ az*(A—z)" 1z

~Tr {B(A — D)7t
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Soit

‘TrB(A—l—a:w*—zI)_l—TrB(A—zI)_1’
“(A=zI)7'B(A - zI) x|

1+ a*(A—zI)" x|
*(A—2I)"'B(A - 2I) x|
Im (1 + x*(A —21)"1xz)|

15)

A T’aide du théoréme spectral, on décompose A = "1 | \;u;u} ol les \; sont les
valeurs propres de A et les u; les vecteurs propres associés. On en déduit que

* —1 _ E |w*u1‘2
En effet,
: o s o il
1 (A — zI)” =1 =1 5N\ —2),
red e +;/\i_z +;|Ai—z|2( 2

ce qui entraine (T6). D’autre part, on a

12
I(A—zD)"'z| =||(A—z]) "'z _{Z|w uz| }/ . 07
En effet,
A== el = {e*(A— 2D (A — D))
T -
- {;(A—z)(A—z)} = [(A-zD)""a|.

En réinjectant les équations (T6) et (T7) dans (T3)), il vient

|Tr B(A+ @a* — 2I)"' = Tr B(A — 2I) 7"

1 x*(A— 2Dt (A—zI)"lx
= () (|(A—ZI)_193||)B<||(A—ZI)_1$||>
@ |8

Im(z)’

ou (a) découle de (). ]
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3.3. Inégalité d’Efron-Stein et estimations de variances

L’inégalité d’Efron-Stein, dont on trouvera une preuve dans I’excellent livre de
(Boucheron et al., 2013| Section 3.1), est particulierement efficace pour obtenir des
bonnes estimations de variances dans un contexte de grandes matrices aléatoires.

PROPOSITION 18. — Soient 1, - - ,yn n vecteurs aléatoires a valeurs R?, i.i.d. et
Yh, -,y n vecteurs de méme loi que les (y;) et indépendants d’eux. Soit f =
fy1,- -+ ,yn) de carré sommable et

fz/ = f(y17 7yi—17y1/'7y7;+17”. ,yn) :
Alors

1 n
V&I‘f(yl,"' vyn) < §Z]E|f_fl/|2 .
i=1

3.3.1. Estimation de la variance d’une forme quadratique

PROPOSITION 19. — Soit A une matrice n X n déterministe et hermitienne, et T un
vecteur n. X 1 dont les composantes x; sont des variables aléatoires i.i.d., centrées, de
quatrieme moment fini, alors

N
var (x*Az) < 3my Z A%+ 6maTr (AAY)
i=1
oums =E |’I,’1|2 etmy = E |I‘1|4.
REMARQUE 20. — Posons y = % et supposons que la norme spectrale de la suite

de matrices A = A, est uniformément bornée. Alors la proposition précédente en-
traine que

K
var (y*Ay) < —.
n
On suppose de plus que E |x;|*> = 1. En remarquant que E (y*Ay) = %Tr (4),

-~ I P P .
cela entraine en particulier que y* Ay — %Tr (4) N—> 0, oit — représente la
e el

convergence en probabilité.

PREUVE. — Appliquons I’inégalité d’Efron-Stein a f(z1,--- ,z,) = " Az :
fer, o wn) = |2l A + 2> A+ 3y TrAri+ Y ThteAre
i ki k(i
soit
F=1= (il = 12)?) Aii + (@ — ) > wedie + (2 — ) Y TuApi -
#i ki

En utilisant successivement les inégalités élémentaires

(a+b4+c)* <3(a*+b*+c*) et (a+b)?* <2(a®+b?)
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pour a, b et ¢ positifs, on obtient

2 2
E |f — fz/|2 < 6m4A121 + 6moE Z TpAip| + 6moE Z TrpAp;
i ki
= 6maAZ +12m3 Y |Ayl?
£

IN

6ma A7 +12m3 > [Asl® .
4

1l suffit maintenant de sommer sur ¢ et diviser par 2 pour obtenir le résultat annoncé.
|

Le corollaire suivant sera d’un usage constant dans la suite :

COROLLAIRE 21. — Soit Xy une matrice N x n dont les entrées sont i.i.d. centrées,
de quatriéme moment fini, et y,, Q); tels que définis en section On suppose que
Nn=! — ¢ >0, alors

. 1
varg;y (y; Qiy;) = O- (n) .

On remarque que le terme de droite est déterministe (bien que celui de gauche
dépende a priori des entrées de Q;).

PREUVE. — Il suffit de particulariser le résultat précédent :

9 4
e — %7 - ]E|*:—7211‘7 Qi) < Iml(z) et %TrQiQ? < Im21(z)
pour obtenir que
vargy (y;Qiy;) < 711][52(,2) ’
|

REMARQUE 22. — Parfois, I’estimation de la variance ne suffit pas et il est néces-
saire de "monter en moments" et d’obtenir un controle de quantités du type

E |z* Az — Tr AP .
Le lemme de (Bai et Silverstein| 2010, Lemma B.26) fournit de telles estimées :
B |z* Az — Tr A" < G ([maTe (AA7)]" + o, Te (A47P/2) |

ol may, représente le moment d’ordre 2p de chaque composante x; du vecteur  (on
exprime ici le résultat dans le cas oi E |z;|* = 1).
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3.3.2. Estimation de la variance de la transformée de Stieltjes g,,(z)
On montre I’estimation suivante :

PROPOSITION 23. — Soit Xy une matrice N X n dont les entrées sont i.i.d. centrées,
de quatriéme moment fini, et g, (z) telle que définie en section On suppose que

Nn=t = ¢ >0, alors
1
var gn(z) = O, <n2> .

REMARQUE 24. — On note que la variance de g,, tend rapidement vers zéro, a la
vitesse n~2 ; cela traduit la grande interdépendance des valeurs propres \;. A titre de
comparaison, si on considére N variables (U;) i.i.d. de variance finie, alors

N
1 1 1
var (N ;:1 U= z) =0, (N) .

. .o X
PREUVE. — Soit y; la :*° colonne de TZ On pose

1 n -1
1 1 . 1 .
) = T (XX —ar) = g (Zyy - ZI) |

i=1

L'inégalité d’Efron-Stein donne var f < 271> E|f — f/
la différence f — f!. En remarquant que

1 - -
—(“xnXy—2) = gyt -2l
Q(2) (n X3 Z> (Zykyk+yzyl Z>

ki

2. il nous faut estimer

et en utilisant la formule de perturbation de rang 1 pour la résolvante (cf. exemple [T3]),

on obtient . i
f=—Tr {Qi _ Qiyi*yiQi } .
N 1+ y; Qiy;

De méme, avec y; de méme loi que y,; mais indépendante de tous les (y;, ;1 < k <
n), il vient

1 o Qv (y))* Qi
f{Tr( yy*er;y;*zI) Tr{Qi” ,
N ; Wi i) N 1+ ()" QY

soit

A { Quyi(¥) Qi Qiyy;Qi }

N L+ (¥)*Qiy;  1+y;Qiy;
1{ (¥)*'Qly; ¥ Qly, }
N |1+ (y)*Qiy; 1+ y;Qiy,
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d’ou I’on déduit que

1 NV*Q2q) *02q. |2
E|fl/—f|2:72E ’ (yz)/cizyz - — yzcizyz
N2 14+ (y)*Qiy; 1+ y;Qiy;
Ona:
1 N*02q’ N*024q
]E |f1/ _ f-|2 — 7]EE{Z} (y7) /Qz yz - — {Z} (yz) /Qq,yq, -
N2 1+ (yz)*Q7yz 1+ (yz)*val
* * 2
Y; szyi Yi szyi
TEiy - - .
1+yiQiy; 1+y;Qiy;

On remarquera que du fait que les vecteurs y; et y; ont méme loi, les deux espérances
conditionnelles introduites sont identiques. Comme la variance de la somme de va-
riables indépendantes est égale a la somme des variances, et que la variance d’une
variable aléatoire X de carré sommable minimise son erreur quadratique :

var (X) = inf E|X —a|?,
acC

on obtient in fine

2 y;Q7y,
2 3 i Jdi
Elfi -1 = N?Em{"}{uy*cziyi ’
< 2 y; Q7Y By yi Qy;

~_EE —
N2 ‘1+y2‘Qiyi 1+E y; Qiy;
L’idée est de faire apparaitre les quantités recentrées

viQly, —Eqy yiQiy: et yiQiy; — Ery yiQiy;

dont on maftrisera mieux les variances. On introduit les notations suivantes pour allé-
ger I’exposé :

A=1+y;Qw,, B=y;Qly,, A°=A-E;A et BP=B-E;B.

Il vient
B EuB  BEGA-AE(y B+ AB— AB  —BA° + AB°
A EpA AE ;) A T AE, A
5 BA°
E{i} A AE{Z-} A
et

Be BA° |?

2
Elff - fI? < ]V'QE]E{i}‘

2 BA°

IN

2
) . (18)

4 B°
N2 (EE“} ‘E{i} A
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Les estimées suivantes

2
|E{;A2 : Irr|1<|> 1
'@' < ﬁ (20)
Egy |47 < %@)2 1)
Egy |B°? %(2)4 (22)

nous permettent de conclure. En effet, en les réinjectant dans (]EI) il vient :

K

! 2

= varg,(z) =0, (]\;2) .

Pour parachever la preuve, il nous reste a établir les inégalités (19)-(22). Montrons
(T9). En remarquant que Er;3 A = 1 + %QTr Qi, on note que (—zEg;; A)~! est la
transformée de Stieltjes d’une probabilité et qu’a ce titre
1 o1 . 1 122
| = zEgy A ~ Im(2) [Eqiy A2 ~ Im(2)%
Montrons (20). On a

1Bl _ 1Bl _ Qi _ ¥iQiQiv
[A] = Tm(4) ~ Tm(4) —  Tm(4)

(23)

Il reste a calculer Im(A). On procéde comme lors de la preuve de la proposition|17|a

I’aide du théoréme spectral. On note (/\]Ei} ) les valeurs propres de ), #i YLy, eton
pose z = x + 1y. Le théoréme spectral donne

3 gy = Ul diag (A,{j} 1<k< N) Ul gyl — glibgli = gy |
ki

soit

N

. 1 .

= Oy, = E i gi B b jatis

A = 1+yinyi_1+ yiU dlag <)\{7’}Z>U Yi
k=1 k

= 1+y/Qy, =1+ i [y?U{”L <M> [U“}*yz}k 7

k=1 |>\;{;} —2[?
d’ou I’on déduit que

N
Im(A) = y; [y?U“}}k (W) [U{i}*yih =yyiQiQ}y; .
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11 suffit de réinjecter cette identité dans (Z3) pour obtenir (20). Les estimées (Z1)) et
(22) s’ obtiennent en appliquant la proposition [I9](voir aussi le corollaire [ZT)). [ |

On complete maintenant le corollaire 21} en donnant une estimée de la vraie va-
riance.

COROLLAIRE 25. — Soit X une matrice N X n dont les entrées sont i.i.d. centrées,
de quatriéme moment fini, et y,;, Q; tels que définis en section[3.1} Alors

. (1
var (y;Qiy;) = O, <n) .

PREUVE. — On utilise la formule de la variance conditionnelle
var (y] Quy,) = Evargsy (y; Quyy) + var (Eqy v} Qi) = O (n) +0. <n2> :

en utilisant respectivement le corollaire 2T] et la proposition 23}
|

4. Théoréme de Marcéenko-Pastur

THEOREME 26. — Soit Xy une matrice N x n dont les entrées X;; sont des va-
riables aléatoires i.i.d. vérifiant

E(X”):O, E|Xij|2:(72, E|X”‘4<OO

On suppose que N = N (n) et que

lim — =c¢e€ (0,00),
n—oo N
condition notée N,n — oo dans la suite. Alors la mesure spectrale L,, de la matrice
Ty = %X NX}y Vérifie : presque siirement,
etr

Ly — 5 Pyp .

N,n—o0

REMARQUE 27. — Lorsque ¢ > 1, on note la présence d’une masse de Dirac au
point 0, pondérée par le facteur (1 — %), dans la distribution de Marcenko-Pastur. 11
y a une interprétation matricielle tres simple a cela. En effet, si c > 1, alors N > n
pour N,n assez grands. Cela signifie que le rang de la matrice Xy est au plus n et
que la matrice %X ~NX 3 admet la valeur propre zéro avec une multiplicité d’au moins

N — n. La mesure spectrale L associée a %X NX} va donc s’écrire
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Le premier terme converge précisément vers (1 — %) 6o, qui est la masse de Dirac
pondérée apparaissant dans la distribution de Marcenko-Pastur.

REMARQUE 28. — Dans le théoréme [26] I’hypothése optimale concernant les mo-
ments est d’avoir un deuxieme moment E | X;j|* = o fini seulement.

4.1. Preuve du théoreme de Marcenko-Pastur

4.1.1. Notations et identités importantes

On utilisera fréquemment les identités suivantes, variations autour de perturbations
de rang 1 de la résolvante.

Qiyi Y Qi QiYiY;
Q = Q—-——55—, Quiyi = ———. (24)
1+ y;Qiy; 1+y;Qiy;
On pourra facilement montrer que les fonctions suivantes

1 1

041(22) = - ¥ , el lz) = — )

Z(1+y1Q1y1) ( ) Z(l-l-cn%?TrQl)
1
as(z) =

2 (1 + cn%TrQ)

(z € C7) sont des transformées de Stieltjes de mesures de probabilité (cf. exemple
[T0). Cela implique alors les majorations suivantes :

1
Vie {1,2,3 Vz e CT (2)] < . 25
i€{1,2,3}, Vze , |a(z)\_1m(z) (25)
4.1.2. Stratégie de la preuve
On veut montrer que
V2 e Ch, o ga(e) ——— gw(2) - (26)
N,n—oc0

On en déduira alors que si D est un ensemble dénombrable contenant un point
d’accumulation, alorsE] presque slirement,

VzeD, gn(z) — gyp(2). 27

N,n—oc0

En effet, supposons que (26) soit vraie. Posons D = {zj }xen; alors pour tout 2y il
existe un ensemble (2 de probabilité 1 tel que la convergence

In(2k) —— gwp(2k)

N,n—o00

4. On remarque qu’on inverse la propriété presque siire avec le quantificateur Vz € {-} au prix d’une
restriction de I’ensemble C* a D.
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ait lieu pour tout w € Q. Il suffira alors de considérer 0= Nken, également de

probabilité 1, pour obtenir (27). Cela nous assurera que presque stirement, L, N—>
,N—>00

Pyp en vertu du théoreme [7]
Pour établir (26)), on va décomposer
9n(2) = gyip(2) = gn(2) = Egn(2) + E gn(2) — gye(2)
puis

1. On utilisera I’estimation de la variance obtenue par 1’inégalité d’Efron-Stein

var (0a() = 0 (5 )

n2
pour conclure que presque stirement g,,(z) — E g,,(2) tend vers 0.

2. On montrera ensuite que E g,,(z) satisfait approximativement 1’équation satis-
faite par gyp :

200”ggp(2) + (2 + 0% (c = 1)) gyp(2) +1 =0 (28)

3. Enfin, on montrera la stabilité de 1’équation (28] ("équation proche = solu-
tions proche").

4.1.3. Equation satisfaite par E g, (2)

PROPOSITION 29. — On pose ¢, = % alors
202 (Bgn)’ + (z4+0%(cn —1)Egn+1 = O, ()

PREUVE. — On a
Soit

QiY,;Y;

Q=-T+QY,Y, =-T+Q> gy =-T+» =51
i=1 i— 1+y;Qiy;

ol on a utilisé la seconde identité de (24). En prenant la trace puis I’espérance et en
normalisant, il vient :

1 Y Qiy;
E = —1+—) E{ZiTi
cBgu(e) = -1y dom { YO
1 <& 1
= - 1+—>E(1-—°=—
pa>e (1ot

1 1
= —-1+— (1 —E*>
Cn 1+ yiQ1y,
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ol on a utilisé le fait que la distribution de (1 + y,;Q;y;) ! ne dépend pas de i. Soit
finalement

1
cnz2Eg,(z :—cn—i—l—E{*} (29)
9n(2) 1+yiQiy,

On voudrait montrer

1 1 1 1
{1 + Y@y, } T 1+EyiQiy; 1+ ZETrQ;  1+0%cEg
En effet, en reportant cette approximation dans (29)), on obtiendrait alors :
olenz (IEgn)2 + [z + 02(cn - 1)] Eg,+1~0,

qui est I’équation canonique de Marcenko-Pastur, satisfaite par gyp. Evaluons la dif-
férence

1 1
E — 30
{1+y*{Q1y1} 14 0% cEgn 30)

1 1
= E{*}—E T
1+yiQ1y, 1+%TI“Q1
1+%T‘rQ1 1-‘1-%T1“Q

1 1 A
+E ; - 2 AT, 4Ty,
{1+‘:lTrQ} 1+02c,Eg, Preemes

Commencons par le terme 77 .

1 1
|T1| - E * - o2
1 + lelyl 1 + TTI‘ Ql
2
ZTr Q1 — y1Q1y,
EE . 3
1+ yiQiy,) 1 +02nTr@y)

E UZT&Q Oy | < |2I°
" 1 = Y11y = Im2(z)

© s
S 13
Im~(2)

2 me%(w)- ()

E!/2 {Var{l} ('!/TQl%)}
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ol (a) découle des inégalités (23) et (b), du corollaire21] Le terme 75 maintenant. On
a

1 1
|T2| = E 2 - 3
1+2Tr@r 1+2Tr@Q

_ g 1Tr (Q1 — Q)
(1+2TrQ) (1+ 2T Q)

(@) |z|?

<

ot (a) découle des inégalités (23) et de la proposition Enfin, le terme T5. On a

1 1
|T3| = |E 52 - 2
_ g %TrQ — %ZIETrQ
B (1-1— %TrQ) (1—|—%2TrQ)
ez 1

(var gu(2))/2 = O, (n> |

Im?(2)

En rassemblant les estimées obtenues pour 17, 75 et T3, on en déduit une estimée pour
(B0) qui réinjectée dans (29) donne finalement

14+ ¢no?E gn(2) “\vn)

cnzZEgn(2) = —cn +1—

Soit
1
20%¢, (IElgn)2 +(z+ 02(cn -1)Eg,+1 = (1 + anQIEgn(z)) 0., <\/ﬁ>
1
= 0,|—) .
()
La proposition 29]est alors démontrée. |

4.1.4. Stabilité de I’équation satisfaite par gyp

On rappelle que z — gyp(2) est la transformée de Stieltjes de la distribution de
Marcenko-Pastur, solution de I’équation

zeo’X? +[z+0*(c—-1D]X+1 = 0, zeCT.
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LEMME 30. — Soit 2 € Ct et X = X (2) et X5 = X5(2) deux transformées de
Stieltjes solutions des équations

Il
o

2¢02 X2 + [z 4 0% (c—1)]X + 1
2c50% X3 + [z +0%(cs — 1)] X5+ 1

I
-

avec c,cs > 0. Alors

[ X = X5| = O: (1)) + O (|e — es1) -
PREUVE. — Par unicité de la solution dans C* de 1’équation de Mar&enko-Pastur, on
a X (z) = gyp(2), en particulier, si ¢ > 1

X(2) = %h(z) - (1 - 1) ! 31)

c) z

ol h(z) est la transformée de Stieltjes d’'une mesure de probabilité. Cela nous sera
utile pour la suite.

On réecrit I’équation approchée.
2co? X +[z4+0*(c—1)]Xs+1 = 6—z2(cs —c)o*X; —0*(cs — ) X5 .

Du fait que X; est une transformée de Stieltjes, | Xs| < Im™*(z). Cela entraine en
particulier que

2(cs —c)o? X2 =0, (lcs —¢|) , *(cs —c)Xs = O, (Jes — ]) .
L’équation approchée se réécrit donc
zco’X;+[z+0*(c—1D]Xs+1=0 avec & =0+ 0, (les —cl) .

En soustrayant les 2 équations, il vient :

2c0” (X? = X5) + [z + 0% (c = )] (X = X5) = =0,
& (X —X5) [ze0® (X + Xs)+ 24+ 0%(c—1)] =0,
!
< X—X(;:— J 5 ,
o )
!
= X*X&Z— J

z(14co?Xs+co? (X+(1-1)1))"

z

Sic < 1alors co?X5, co?X et —co? (1 — 1) L sont des transformées de Stieltjes de
mesures, par conséquent

1
z (1 +co2Xs + co? (X + (1 — %) é))
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est la transformée de Stieltjes d’une mesure de probabilité. En particulier

— = < 1 = X -X; < 17
z(14co?Xs+co? (X = (1-1)1))| ~ Im(2) %= Tm(z)

z

Si ¢ > 1, le méme argument s’applique en remplagant X + (1 — 1) L par ¢=h (cf.
(31)). 1 suffit maintenant de remplacer ¢’ par sa valeur 6 + O, (Jc — ¢s|) pour conclure.

|
4.1.5. Finde la preuve

En combinant la proposition 29 et le lemme [30] on obtient

1
E gn(2) — gyp(2) = O. (\/7»1) , zeCt.
Comme d’autre part var g, (z) = O,(n~2), on obtient la majoration suivante :

P(|ga(z) — Egn(2)] > 1) < Va%;(@ _o. (;) _

Le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure : pour z € CT,

Le théoreme [/| permet alors d’obtenir la convergence de la mesure spectrale L,, vers
la probabilité de Marcenko-Pastur.

4.2. Calcul gaussien et théoreme de Marcenko-Pastur isotrope

Quand les variables aléatoires sont gaussiennes et en particulier gaussiennes com-
plexes, on dispose de techniques spécifiques, souvent assez rapides. On va les présen-
ter dans cette section et démontrer une version isotrope du théoréme de Marcenko-
Pastur.

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi gaussienne complexe standard,
notée Nc(0,1),si X = UL\/%V avec (U, V') un vecteur gaussien réel bidimensionnel,
centré et de matrice de covariance I’identité. Pour une telle variable, on vérifie que

EX=0, E(X*)=0, E|X?=1.

4.2.1. Formule d’intégration par parties et inégalité de Poincaré

On rappelle que si z = x + 1y, alors

o 1o 0 . o _1(0 .0
0z 2\ 0z ’ay 0z 2\ 0z z@y ’
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PROPOSITION 31. — Soit F' : C?* — C une fonction différentiable dont la crois-

sance ainsi que celle de ses dérivées partielles est au plus polynomiale. Soient
X1, -, X, desva. i.i.d. de loi Nc(0,1), alors

]EXiF(Xh"' 7Xnvyl7“' ,Yn) :ETXI .

Cette identité est souvent appelée formule d’intégration par parties. C’est une
généralisation du cas réel unidimensionnel : si Z ~ N (0, 1),

EZF(Z) = /RuF(u)euj\;l%

{—F(u)egriroo + /_O:O F’(u)e_“‘zz\j% =EF'(2).

L’inégalité suivante est ’homologue complexe de I’inégalité de Poincaré pour un
vecteur gaussien réel standard.

— — | oF |?
var F(X1, -+, Xp, X1, , Xn) gZ]E‘
i=1 ¢

n 2
+Y B[

i=1

voir par exemple (Boucheron et al.,[2013} Théoreme 3.20). Soit X y une matrice N xn
a entrées i.i.d Nc(0, 1), on note

o? -t
On(z) = (nXNX;‘V _ ZIN) .

On écrira souvent simplement () a la place de Q. Les formules de différentiation
suivantes seront d’un usage constant dans la suite.

9Qi; 2

8}2}; = —%(QXN)MQM , (32)
0Q; 5 2 .

8%; = _%Qik(XNQ)éj : (33)

On notera le motif croisé en ~ au niveau des indices : i — ¢ — k — j quand on
différencie par rapport au conjugué d’une entrée, et le motifen U : 7 — k — ¢ — j
quand on différencie par rapport a une entrée.

EXEMPLE 32 (Dérivées partielles pour la transformée de Stieltjes). — Soit g,,(2) =
L Tr Q(z) alors
Ogn(z 0Qqi(z o? o
= = X)ieQui = ——(Q*X
GXM N Z 8ng Nn i:ZL:N(Q N)ieQr Ny (@ XN )re
De méme,

89n 1 Qu 02 02 2
— E: = k(XN Q)e = —— (X} :
aXM £ 8XM Nn . Qin(Xn@Q)e n( NG e
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EXEMPLE 33 (Dérivées partielles pour une forme quadratique de la résolvante). —
Soit w, v deux vecteurs déterministes N x 1 et h,,(2) = u*Q(z)v. Ona

Ohn(2) 0Qi; o2 _
— = u;v =—— 10 (QX)itQr;j
anZ i ]zl:N J sz n i,j;N j( ) ’
2

o
= —uw(QX). Qv
ot (QX). désigne le (™ vecteur colonne et Qy. le k™" vecteur ligne. De méme

O (2)
0X e

02 0_2
T Z 40 Qin (X" Q) = _Zu*Qlk(X*Q)e.v

i,j=1:N

EXEMPLE 34 (Estimation de la variance de g,, par techniques gaussiennes). — En
appliquant I’inégalité de Poincaré, il vient :

a n
var g, (z E ]Ef‘ (‘39
Xke

Ogn (2
+ ZE ’ 8XM

Estimons le premier terme du membre de droite.

ZE 9" @ o gy (Q2(2) XN X3 Q2(2))
anZ T N2p2 NAN
§ 2 02 * 2/ -
= mIETr (Q (2) <nXNXN — z[—!—z[) Q (z))
0'2 0'2
= BT (QR)QY3) + B Tr (Q*(:)Q%(2))
(2) o 1 a2 |z

mlm?’(z) mlm‘%z) '

On a utilisé en (a) le fait que Q*(z) = Q(Z) et en (b) le fait que la norme spectrale
de Q est toujours majorée par Im(z) ™. En estimant ’autre terme, on en déduit

e -0. (%)

ce qui est comparable a I’estimée obtenue en utilisant I’inégalité d’Efron-Stein (cette
derniére étant néanmoins plus générale puisque s’ appliquant a des entrées pas forcé-
ment gaussiennes).

EXEMPLE 35 (Estimation de la variance de h,, par des techniques gaussiennes). — On
procede comme précédemment en appliquant | ’inégalité de Poincaré :

Ohn(2)]?
< n
var hy, ( g E ‘ X —|— kgl E ‘ 0X0s
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Estimons le premier terme.

2 4
= J—QU*QXX*Q*v X u QQ*u
n

SR
" 0X ke

0_2

2
= —v'Q (UXX* —zl + zI) Qv x u'QQ%u
n n

— 0. (IIUIl2llvll2> _
n

On en déduit, en estimant le terme restant de la méme maniere, que

2 2
var h,(2) = 0. (”““””) |

n

4.2.2. Preuve gaussienne du théoréme de Marcenko-Pastur

L’estimée pour la variance de g,, associée au lemme de Borel-Cantelli nous assure
que g, (z) — Eg,(2) — 0 converge presque sirement vers zéro. Reste & montrer que
E ¢,,(2) — gyp(2) tend vers zéro également.

L’identité Q1@ = I donne pour I’entrée (i, 5)

n ij

ol 0;; est le symbole de Kroneker, valant 1 si ¢ = j, zéro sinon. En prenant 1’espé-
rance, il vient :

Z Z E X [ X, Qrj —2EQi; = 05 .

k=1:n,l=1:N
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Dans la suite des calculs suivants, on va successivement utiliser I’identité d’intégration
par parties, puis la formule de différentiation d’une entrée de la résolvante. On note
que [X*]M = Xy

0
- Z EaXik) {XZkQZJ} Z]EQU—éua

o? Xy o? ——0Qy;
< Z Z E fQ[j—FZ Z IEX[k J —ZEQZJ—(SU,

k=1l:n, aX’k k=1:n aXZk
{=1:N {=1:N
2
< EQU - — Z EXéki(QX)ész] ZEQ” = 513 )
k=1:n,
{=1:N

0'2 0'2
<— O'QE Qij — —ETr (QXX*> Qij — zE Qij = 51‘]‘7
n n

2 2
<~ U2EQU — UETY(Q (UXX* —zln +ZIN>> Qij —ZEQZ']' = (52']'7
n n

N o2
<~ 0'2E QU — ZO'QZE QU — Z]ETI‘ (Q) QU —zE Qij = 61]

Soit finalement, en posant ¢, = % :

2
EQij (0’2(1 —Cn) —Z) —ZO;EQZ‘J‘TI‘Q:(SU (34)
n
On spécifie maintenant ¢ = 7, puis on somme sur ¢ en normalisant. Il vient
E gy (2) (0*(1 —¢,) — 2) — z0°c,Egn = 1.

L’estimation pour la variance de g,, nous permet de découpler et d’obtenir

B = £, + 0. (o

n2

soit finalement
1
202, (BEgn(2))? + [z + 02 (cp — D]Egn(2) + 1= 0. <n2> _

11 suffit maintenant d’invoquer la stabilité de 1’équation canonique de Marcenko-Pastur
pour conclure.
4.2.3. Version isotrope du théoréme de Marcenko-Pastur

THEOREME 36. — soit Xy une matrice N x n a entrées i.i.d. Nc(0,1) et (un)n>1
et (VN )n>1 deux familles de vecteurs N x 1 déterministes et de norme euclidienne
uniformément bornée en N :

sup ([|un |, [lonll) < K < oo
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Alors pour tout z € Ct

U QN (2)vN — (un, N gyp(2) —22— 0,
N,n—o0

ol (Unp,Vy) = WiUN représente le produit scalaire entre les vecteurs uy et V.

REMARQUE 37. —

1. Quelque soit la suite de vecteurs (uy) de norme 1, on a ujyQn(z)uy —
9up(2). Ainsi, la limite ne dépend pas de la direction du vecteur uy, ce qui explique
lutilisation du terme isotrope.

2. En choisissant pour vecteurs uy et vy les vecteurs canoniques e; et e;, on
obtient les convergences presque siires suivantes :

Qii(2) ———— gnp(2) s Quj(2) ———0.
,M—+00 N,n—o0

Asymptotiquement, la résolvante ressemble ainsi a la matrice gyp(2)1Iy.

3. Les conclusions du théoréme 36| demeurent vraies si les entrées de la matrice
Xn sont i.i.d., centrées de variance unité avec un moment fini d’ordre 8 (E |Xij|8 <
o0, voir par exemple Hachem et al.|(2013).

PREUVE. — La preuve comporte 2 étapes :

(a) montrer que uyQn (z)vy se concentre suffisamment vite autour de son espé-
rance (on notera que le calcul de I’exemple 35| montre que ’estimation de sa variance,
en O, (n~1), ne suffit pas dans ce cas) ;

(b) établir la convergence de EulyQn (2)vn vers gyp(2)(un,vn). La preuve de
ce dernier point repose sur la preuve gaussienne du théoreme de Marcenko-Pastur.

Commencons par démontrer le point (a). On va établir I’estimée suivante :
1
E [u*Q(2)v — Eu*Q(z)v|* = O, (712) . (35)
Ona
var (|u*Q(z)’v - Eu*Q(z)’v|2)

4 2 2
= E Qv —Ew Q' — (E [u'Q(:x)v - Eu'Q(2)o[*)

E [u*Q(=)v — Ew*Q(2)v|* + O. (;) .

ot I’estimée de la derniere ligne provient de I’étude faite a I’exemple [35] Il nous
suffit donc d’estimer la variance initiale, ce que 1’on va faire en utilisant 1’inégalité de
Poincaré.

Posons h = u*Q(2)v et p = [u*Q(z)v — Eu*Q(z)v|*. ona
¢ = hh—hEh—hEh+ |Eh?
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Soit
0 _ Oh gy, 0h 00 gy g O
oh — — oh
= —— (h—Eh h—Eh) —
0X e ( )+( )GXM
et
2 2
E‘ % |” <9 r(h)IE’ Oh_
(9sz aX}cé
2 2
= ZE‘ Bi < 2var(h)ZE‘ ai
" 0X e " 0X ke

Les deux termes du membre de droite ont été estimés a I’exemple [35] ce qui nous

donne I’estimée : )
0 1
SE|[2ZZ[ —o. ().
6ng n2

k£
11 suffit maintenant d’appliquer 1’inégalité de Poincaré (le terme supplémentaire fai-
sant intervenir 9/0 X}, se calculant de la méme maniere) pour obtenir I’estimée sou-
haitée : var ¢ = O, (n™?2). Cela établit du coup (33) et le lemme de Borel-Cantelli
nous permet d’obtenir la convergence presque sfire souhaitée : pour tout z € C¥,

wQ(2)v —uwEQ(z)v —2—0.

N,n—o0

On démontre maintenant le point (b). En multipliant 1’équation (34) de part et
d’autre par les vecteurs u et v, il vient :

Eu*Q(2)v (0*(1 —¢,) — 2) — Z%E u ' Q(2)vTr Q(z) = (u,v) .

Les estimées des variances obtenues aux exemples [34] et [33] permettent de découpler
le terme E u*Q(z)vTr Q(z) et d’obtenir :

%Eu*mz)vm(z) =Eu"Q(z)v x %E Q) + 0 <n1/) '

Soit finalement
Eu*Q(z)v {(02(1 —cp) —2) — ZUQCnEgn(Z)} =(u,v) +0, <n31/2> :

11 suffit maintenant de diviser sereinement, en remarquant que

1
—2(1+ 02¢,Egn(2) — 02(1 —¢p)/2)

< 1
~ Im(z)’
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en tant que transformée de Stieltjes, ce qui permet d’absorber le dénominateur dans le
0, :

. B (u,v) 1
Eu'Q(z)v = —2(1+ 02c,Egn(2)) + 02(1 — ¢p)) O (773/2) .

On conclut aisément. [ |

5. Le modéle de grandes matrices de covariance

Soit X = (X;;) une matrice N x n, a entrées i.i.d. et telle que
EXZ']' = 0, E|X”|2 = ]., E|X”|4 < 00 .

Soit Ry une matrice N x N déterministe, hermitienne, semi-définie positive et de
norme spectrale uniformément bornée, i.e.

A
R = sup||Rn|lsp < 00.
N

On pose ¥, = ﬁR%QXN.

THEOREME 38. — Soit L la mesure spectrale de la matrice ¥.,X7,, et g,, sa trans-
formée de Stieltjes. Alors

(a) I’équation
1 -
t(2) = T [=2 (In + cnRtn(2)) + (1 = cn) Ry] YozeCt (36
admet une unique solution z «— t,,(z) qui est la transformée de Stieltjes d’une mesure

de probabilité, soit
Fn(dX)
ta(z) = [ =22
()= [ 2L

oit F,, est une mesure de probabilité sur R™.

(b) Pour tout z € Ct, presque sirement g,,(z) — tp(z) —=>— 0.

N,n—o0

(c) Presque siirement, pour toute fonction f continue bornée,
[rozatan - [ 10 Fv(a 0.

On appelle t,, I’équivalent déterministe de la transformée de Stieltjes de g,,.

REMARQUE 39. — L’équation (B6) peut se réecrire a I’aide de la mesure spectrale

de Ry. Soit LY la mesure spectrale de Ry, i.e. LY = + Zf\;l Ox,(Ry)» alors (B36)

équivaut a :
LR (du)
tn(z) = ; t,
(2) / —z(1 4 ueptn(2)) + (1 — cp)u zeC
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REMARQUE 40. — On n’a pas besoin de faire I’hypothése que % — ¢ € (0,00), il
suffit que
... N . N
0 < liminf — < limsup — < o0
n n n n
pour que le théoreme précédent soit valide.

. t R ey
— cetou LF JVC;T) L% | le théoréme précédent prend la
,N—00

forme suivante, avec de vraies limites cette fois, et pas des équivalents déterministes.

N

n

Dans le cas ou

THEOREME 41. — Soit L la mesure spectrale de la matrice £,,X7,, et gy, sa trans-
formée de Stieltjes. Soit Lﬁ la mesure spectrale de la matrice Ry, si

R etr R
Ly —— L,

N,n—o0
alors
(a) I’équation
LE (du)
t(z) = == , eCt
(2) /—z(1+uct(z))—|—(1—c)u :

admet une unique solution z — t(z) qui est la transformée de Stieltjes d’une mesure

de probabilité, soit
_ [ F(dA)
t(z) = / 5,

oit F est une probabilité sur RT.

(b) Pour tout z € CT, presque sirement g, (z) —->—s t(z).
N,n—o0

(c) Presque siirement, pour toute fonction f continue bornée,

On pourra se référer a 1’article historique Marcenko et Pastur| (1967), a I’article de
référence [Silverstein| (1995)) (voir aussi |Ba1 et Silverstein| (2010)) et aussi a 1’article
Hachem et al.|(2007) pour les notions d’équivalents déterministes dans des modeles
plus compliqués.

5.1. Exemples importants

Cas ont Ry admet un nombre fini de valeurs propres

On suppose que la mesure spectrale de Ry prend la forme suivante

1 K
L = 5 D mubxn
/=1
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ou K est fini et indépendant de IV, n et ou

ng
— ——ap>0.
N Nn—ooco ¢

Dans ce cas,
K
R etr R _
LY e L = D jaudyn
=1
et la limite ¢(2) de g, (2) satisfait 1’équation :

1

8= 2 ARG T (1 AR G7)

Qy

] =

{=1

En réduisant au méme dénominateur, on constate que ¢(z) est solution d’un polynome
de degré K + 1. A ’exception du cas K = 1, ou les solutions du polynéme sont expli-
cites (équation canonique de Marcenko-Pastur), on ne peut guere espérer de solution
explicite pour #(z).

REMARQUE 42. — On peut obtenir facilement (d’un point de vue numérique) la den-
sité associée a la probabilité dont la transformée de Stieltjes est t(z). La procédure
suivante repose sur des résultats théoriques de |Silverstein et Choil (1995)) :

1. Résoudre numériquement 1’équation pour z = x € R¥,
2. Choisir I'unique solution (quand elle existe) t(x) telle que Tmt(x) > 0,
3. La densité au point  est donnée par f(x) = LImt(x).

C’est ainsi qu’ont été obtenues les courbes de la figure 3]

Cas oi Ry est une perturbation de l’identité

Dans cette section, on suppose que Ry est proportionnelle & une perturbation de

I’identité, i.e.

K

Ry = o? (IN + Z 9@U¢UZ>

=1
ou K est fixé et ne dépend pas de IV, n, les 6, sont positifs et ne dépendent pas de
N, n et les vecteurs (ug) sont orthonormés.

On vérifie immédiatement que Ryu, = 02(1+0;)uy, par suite la mesure spectrale

de Ry s’écrit

K
1 N-K
L% = N E 602(1+9e) + N Op2
(=1

et la convergence suivante est immédiate :

LR s t(z) = .
N NS = 1) —z(1+co?t(2)) + (1 — ¢)o?
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On reconnait I’équation canonique de Marcenko-Pastur ; on a donc convergence de la
mesure spectrale vers la distribution de Marcenko-Pastur.

On verra en section [6] que méme si le comportement asymptotique de la mesure
spectrale n’est pas affecté par ce type de perturbations, il n’en va pas de méme pour la
plus grande valeur propre.

5.2. Eléments de preuve

On introduit ici une méthode heuristique permettant de "deviner" 1’équation limite
satisfaite par la transformée de Stieltjes de la mesure spectrale associée au modele

. 1 172 v 1/2 1 i
DySh = 5RN/ XnXERN?  avec Sy = %RN/ XN

L’heuristique fonctionne dans le cas ol la matrice Ry est diagonale. On suppose donc
que Ry = diag(p1,- -, pn). On utilisera les notations suivantes

1 _ 1 _
gn(2) = NTY (ENEN —2In) ", Gulz) = ETY (CNEN —20) 7, e =

N
-
Les ingrédients principaux sont les éléments suivants :

> Expression de 1’élément diagonal de la résolvante (cf. proposition [T6).

> Lien entre la résolvante g,, et la co-résolvante g,, :

() = cagn(e) + (1= ) (1)

z

> Perturbation de rang 1 de la résolvante : soit A une matrice hermitienne n x n
alors

lTr (Aduu* —2I,) " = lTr (A—z2I,)"' 40, (1> .
n n n

> Approximation d’une forme quadratique %x*Ax (ou x est un vecteur a entrées
i.i.d. centrées réduites) par la trace normalisée %Tr A. L’approximation est justifiée
par I’estimation de la variance de la proposition[I9] cf. aussi la remarque
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Dans la suite, 3J; . représentera la :€me ligne de la matrice 3 et ;) représente la
matrice X privée de sa :eéme ligne. On commence par exprimer g,, comme la moyenne
des éléments diagonaux de la résolvante.

1
gn(z) = N

NE

(Ju(Z)

=l

(2 _ 1 Z 1

1
pur i (1 + 55 (0 - 20 2;)

N
® 1 1
S _
P <1 + 8Ty (23S — 1) )
© 1 zN: 1 1 ZN: 1
N= (1 4Ty (BT — zIn)_1> N & =z (1+ pign(2))

1
N <

(2

1
—2 (1 + picngn(2)) + (1 — ¢cn)pi

=
] =

Q

Il
—

En (a), on utilise I’expression exacte, algébrique, d’un élément diagonal de la
résolvante ; en (b), on approxime la forme quadratique obtenue au dénominateur par
la trace normalisée de la matrice; en (c), on approxime en utilisant la formule de
perturbation de rang un; en (d), on utilise finalement le lien entre la corésolvante et la
résolvante. L’équation approchée finalement obtenue

1 & 1
n %)~
9 ( ) N Z —Zz (1 + picngn(z)) + (1 - C”)pi

1=

—

est a rapprocher de 1I’équation dont ¢,, est solution :

—_

1

N
N & = (1t picata(2) + (1= cu)pi |

tn(z) =

6. Petites perturbations

Nous nous intéressons ici au modele

n NN

vn

XN
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dans le cas ou la matrice de population Ry est une petite perturbation de I’unité telle
que définie en section [5.1]

K
Ry =02 (IN + Z@W@) )

=1

ol K est un nombre fixé, les (6;) sont des nombre positifs et les (u,) des vecteurs
orthonormés. On a vu précédemment que la mesure spectrale associée a la matrice
YN Xy converge vers la loi de Mar¢enko-Pastur. On se pose maintenant la question
de la convergence des plus grandes valeurs propres de la matrice, et comment les
parametres de la perturbation, (6;) et (u,) influent sur cette convergence.

L’étude de ce type de modeles a été motivée par I. Johnstone dans son article
(Johnstone, 2001}, Section 1.4) ou il est fait mention de "spiked models".

On étudiera dans la suite une perturbation de rang 1 :

Ry =0*(In +0uu*), |ul|=1. (38)

6.1. Etude de la plus grande valeur propre
THEOREME 43 (Mode¢le non perturbé). — Considérons la matrice ﬁX N de dimen-
sions N x n. C’est une matrice du type
1
Vn

— ¢ > 0. Alors, la plus grande valeur propre Ay ax de la

R}\{QXN avec Ry =d’ly .

On suppose que Nn~—!

. 2 P A
matrice 2~ X Ny X vérifie : presque siirement,

Amax —— 02(1+ V)2 .

N,n—00
Autrement dit, la plus grande valeur propre converge presque siirement vers le bord
droit 0%(1 + /c)? du support de la distribution de Marcenko-Pastur.
THEOREME 44 (Perturbation de rang 1). — Considérons la matrice Xy =
ﬁR}V/QXN de dimensions N x n, on Ry est donnée par (38)), i.e.
Ry =0*(Iy +0uu’), |ul|=1,
et supposons que Nn=' — ¢ > 0. Alors, de deux choses I'une :

1. Si 0 < /¢, la plus grande valeur propre \yax de la matrice %Z N2} Vérifie

)\max P > 0'2(1 + \/E)2 .

,N—>00
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2. 8i 6 > \/c, alors la plus grande valeur propre .y Vérifie

Amax —25— 0%(1+ 0) (1 + 9) .

N—00 0

Pour plus d’informations et la démonstration de ce type de résultats, on pourra se
référer aux articles Baik et al.|(2005)); Baik et Silverstein| (2006); Benaych-Georges et
al.|(2011)). Pour une application statistique, cf.|Bianchi et al.[(2011).

REMARQUE 45. — On vérifie tres facilement, par une étude de fonction élémentaire,
que si 0 > \/c, alors

o2(1+0) (1 + g) > 02(1+ e)?,

cf- la figure[3]

limit of lambda_max as a function of theta

lambda_max

02(1 +«/E)2 =

theta

FIGURE 5 — Limite de la plus grande valeur propre Amax en tant que fonction de la perturbation

0

REMARQUE 46. — Le résultat précédent illustre le fait que l'intensité de la pertur-
bation 0 a une influence sur le comportement de la plus grande valeur propre Apax :
Celle-ci va converger vers le bord droit du support MP si la perturbation est suffisam-
ment petite (0 < \/c) et va se détacher du support sinon, cf. ﬁgure@

REMARQUE 47. — Les résultats précédents peuvent servir a tester la présence ou
non d’un signal dans une série d’observations de grandes dimensions. Le lecteur in-
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téressé pourra se reporter a l’article|Bianchi et al.| (201 1)) oit oit un tel test statistique
est intégralement analysé.

N= 800 , n= 2000 , sqrt(c)=0.63, theta=[ 0.5 ] N= 800 , n= 2000 , sqrt(c)=0.63, theta=[ 2 |

08
|
—
D
ird
>
0.8
|
—
2
>~
=

0.6
I
=

Z

0.6

Density
04
Density
04

r T T T T 1 r T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

spectrum spectrum

FIGURE 6 — Influence de la perturbation 0 sur le comportement de la plus grande valeur propre.
Dans les deux figures, c = 0.63; a gauche, 6 = 0.5, a droite 0 = 2. Le carré rouge correpond
a la plus grande valeur propre ; la ligne rouge correspond a la densité de Marcenko-Pastur
associée a la valuer de c (ici, 0 = 1)

6.2. Eléments de preuve

Dans cette section, on va développer de maniére rapide et non rigoureuse des ar-
guments permettant de déterminer le seuil y/c au dela duquel la plus grande valeur
propre se détache du support de la loi MP, ainsi que ceux permettant alors de trouver
sa limite.

Stratégie de la preuve

On va procéder en 3 étapes.
1. On exprime d’abord une condition (condition du déterminant) pour laquelle

/\max (ZNZ*N)

se détache du support MP.

2. En exploitant la théorie des grandes matrices aléatoires, on simplifie cette
condition pour obtenir une condition asymptotique.

3. Enfin, on conclut, en obtenant la condition § > +/c pour laquelle la limite Ap,ax
se sépare du support MP, et en calculant cette limite.
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Notations

On utilisera les notations suivantes, pour le modéle MP non perturbé :

2
o . -
Iy = ZXNXN . Qn(2) = (—zIn+2Zn) "

pour le modele perturbé R
IN =ENEN .

On introduit la matrice Il y = Iy 4+ fuu*, de sorte que
9 - 1 1
Ry =0l et ZN:H}‘;,ZNHIQV

On rappelle la formule d’inversion suivante (formule d’une perturbation de rang 1
de I"unité, cf. exemple[T5) :

H;,l =(Iy +9uu*)_1 =

Condition du déterminant

On veut trouver A\’ valeur propre du modgle perturbé Zn, telle que \? ne soit pas
valeur propre du modele non perturbé Z, autrement dit, on veut que :

det (~\7Iy + Zy) =0 et det (~\"Iy + Zy) £ 0.
En retravaillant cette condition, il vient :
det (<A’ + Zy ) =0 (39)
& det (=X Iy + T *ZyT*) =0

& det (NI +Zy) =0

(-
6 0 4 *

0
0 0 . o) _
)\IN+ZN) (IN+>\ 1+9uu Qn(A )>} 0

& det [IN + AQ&uu*QN()\Q)] =0 (40)

car det (—A\Iy + Zn) # 0. L’intérét de cette expression réside dans le fait que
les caractéristiques de la perturbation w et 6 sont clairement séparées du modele non
perturbé Q) n .
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La matrice \? ﬁuu*@ ~(A\?) étant de rang 1 admet la valeur propre 0 avec mul-

tiplicité N — 1. Pour que le déterminant précédent soit nul (cf. condition {0)), il faut

que sa valeur propre non nulle soit égale a -1, ce qui entraine que sa trace doit €tre
égale a -1. Ainsi, la condition (40) se réexprime de la maniére suivante :

146

0
Tr N ——uwQn(V)| & w Qv )u=-—

+0

Condition asymptotique

En utilisant maintenant le théoréme de Marcenko-Pastur isotrope (théoreme [36)), il
vient
* 0 p.s. 0
w QN AU ——— gyp(N7) -
N,n—o00

)

On obtient finalement la condition asymptotique suivante :

1+46
g (N) = — =5

Introduisons la fonction auxiliaire pyp(2) = 1 + zgyp(x); la condition précédente
devient :
0 1
pin(N) =~ (41)
En utilisant le résultat du théoreme[TT}(3), on obtient une expression explicite pour la

fonction pyp, donnée par :

pan() =14 g {021~ 0) —2) + VT A A}
pour z > o2(1 + /)%

Plot of rho_MP Plot of rho_MP

@l =

al =
al =

o*(1+4C) o*(1+4C)

FIGURE 7 — Graphe de la fonction pyp sur (62 (1 4+ /c)?, c0)
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Condition de séparation de la plus grande valeur propre et sa limite
La condition est vérifiée des lors que

1 1 1

S

Calculons maintenant la limite \?.
1 1
0 o _ -1

On cherche donc 2 inverser py;p. En utilisant 1’équation de MP et la relation entre gy
et pyps

1
Y = v =1 Y .
gMP(I) 0_2(1 —C) —.%‘—370’2CQMP($) ’ pMP(x) +ngP(x)
on obtient
o 1) (1
v = s () 1) (1 = epyp(a)
Remplagons maintenant © = pl\?ﬂl, (—%) dans les équations. On obtient

1 c
o_ —1(_L1\_ 2 c
)\—pMP< 9> a(1+0)(1+9)7

ce qui est le résultat souhaité.

7. Grandes matrices aléatoires et communications numériques

A la suite des travaux précurseurs de Telatar| (1998)), [Foschini| (1996)), etc. la théo-
rie des grandes matrices aléatoires a été appliquée de maniere systématique a de nom-
breux problemes de communications numériques sans fil. Les problémes soulevés ont
d’ailleurs motivé le développement de nombreux résultats mathématiques (cf. le livre
de |Couillet et Debbah| (2011) par exemple). On donne ici un apercu de ces résultats
dans le contexte des communications multi-antennes.

7.1. le Canal MIMO

Les années 90 ont vu I’émergence de nouvelles techniques de communication sans
fil : au lieu de considérer une transmission sans fil point a point pour transmettre
une information, I’intérét s’est porté surl’utilisation de plusieurs antennes en émission
ainsi qu’en réception. Il en a résulté une augmentation substantielle de la capacité du
canal, c’est a dire de la quantité d’information par unité de temps que 1’on pouvait
transmettre sans perte. L’étude de ce type de canaux, baptisés canaux MIMO (pour
"Multiple Input Multiple Output") a engendré une activité trés importante en sciences
de I’'ingénieur.
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Dans un canal MIMO, le signal recu y s’écrit
y=Hx+n

ou x est un vecteur de dimension ¢ représentant le vecteur transmis, H est une matrice
de dimensions r X t représentant le canal et i est un vecteur de dimension 7 représen-
tant le bruit blanc additif (de matrice de covariance o21,.). Soyons plus précis :

— Ily a t antennes en émission et la 5™ composante du vecteur x représente le
signal transmis par la 5'°™ antenne.

— De méme, il y a r antennes en réception et la i®™ composante de y représente
le signal recu par la :*™ antenne.
eme

— La "™ composante du vecteur n représente le bruit recu par la i*™ antenne.

— Enfin, entrée H;; de la matrice H représente le gain complexe entre 1’antenne
de transmission j et I’antenne de réception .

La matrice de canal H

Dans la suite, on fera I’hypothése que chaque entrée H;; est aléatoire. Cette hy-
pothese est fondée sur le fait qu’entre une antenne en émission j et une antenne en
réception ¢, il y a un grand nombre de chemins indépendants possibles pour le signal.
Le gain H;; apparait alors comme une somme de variables aléatoires complexes et un
argument du type "Théoreme de la Limite Centrale" entraine le fait que H;; peut-étre
modélisé comme une variable aléatoire gaussienne complexe.

De ce point de vue, les caractéristiques physiques du canal se traduiront par des
hypotheses probabilistes sur la loi de la matrice aléatoire H. D’un point de vue du
récepteur, celui-ci connaitra la réalisation de la matrice H ; en revanche, 1’émetteur
n’aura acces qu’a la distribution de H.

Dans son article pionnier, Telatar| (1998) fait I’hypothese que les entrées de la
matrice H sont des variables aléatoires i.i.d. complexes gaussiennes centrées et la
justifie ainsi :

Equivalently, each entry of H has uniform phase and Rayleigh magnitude. This
choise models a Rayleigh fading environment with enough separation within the recei-
ving antennas and the transmitting antennas such that the fades for each transmitting-
receiving antenna pair are independent.

Il se peut néanmoins que cette hypothese de séparation entre les antennes ne soit
pas satisfaite et il faut alors tenir compte d’une certaine corrélation entre les gains.

Dans le modele de Rice, populaire car a la fois réaliste et permettant une exploita-
tion mathématique, la matrice de gain H s’écrit :

H=A+R”7?wWT/?.

Dans ce modele, la matrice A est déterministe et modélise le trajet moyen de la trans-
mission (en anglais "Line-of-sight component") ; la matrice T est déterministe et mo-
délise les corrélations entre les antennes a 1’émission ; la matrice R est déterministe
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et modélise les corrélations entre antennes a la réception. Les matrices R et T sont
semi-définies positives.

Performances du canal de transmission
On considerera deux scénarios : canal a évanouissement rapide et lent.

Dans le cas du canal a évanouissement rapide ("fast fading channel"), a chaque
vecteur & transmis, de covariance @, correspond une nouvelle réalisation du canal H.
L’information mutuelle entre x et y est alors donnée par

1
E log det <IT+ —= HQH*) ;
a2r

ou o2 est la variance du bruit n2. La distribution du canal étant connue 2 1’émetteur, on
pourra (tenter d’)optimiser la matrice de covariance @, par précodage par exemple,
pour obtenir la capacité ergodique :

1
sup E log det (IT + 0’27"HQH*> ,

Imr(Q) <1

ou la contrainte de trace s’interprete simplement comme une contrainte sur 1’énergie
totale en transmission. D’un point de vue de la théorie de 1’information, la capacité
ergodique représente le taux théorique maximum auquel on peut transmettre des don-
nées sans perte dans le scénario de canal a évanouissement rapide.

Dans le scénario de canal a évanouissement lent (en anglais "slow fading chan-
nel"), une méme réalisation du canal H est utilisée pour la transmission de plusieurs
vecteurs x en transmission. Il n’est alors plus 1égitime de moyenner sur les réalisations
du canal H (i.e. de prendre I’espérance E sur H). L’information mutuelle s’écrit alors

1
log det (IT + HQH*)
o

2p

et peut étre médiocre si la réalisation du canal H est atypique par exemple. Dans ce
cas, la mesure de la performance est donnée par la probabilité de dépassement (outage
probability) :

1
Pou(R) = ir;fo P <logdet (IT + UZ.THQH*) < R)
Tr(Q) <1

o[

et un compromis doit étre réalisé entre le taux de transmission souhaité R et la proba-
bilité Py, (R) que ce taux ne soit pas atteint. Le calcul de la probabilité de dépassement
est un probleme difficile. L’étude des fluctuations de I’information mutuelle, quoique
moins informative, peut étre une alternative plus accessible.
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Et les matrices aléatoires dans tout ¢a ?

Méme lorsque le nombre d’antennes en émission et en réception est petit et com-
parable, il est difficile de calculer I’'information mutuelle ou la capacité ergodique.
La théorie des grandes matrices aléatoires permet de remplacer des quantités qui dé-
pendent de la loi des variables sous-jacentes (a travers I’espérance E sur H') par leur
équivalents déterministes. Le succes de 1’utilisation de cette théorie dans ce contexte
est sa forte capacité prédictive (équivalents déterministes trés proches des "vraies
quantités") méme pour un petit nombre d’antennes.

On va décrire dans le paragraphe suivant les résultats développés dans le cadre du
modele de Rice.

7.2. Le modeéle de Rice

On s’intéresse au modele matriciel suivant :

1 1/2 ~1/2
Hy = Ay + —DY?*XyDY
N N+\/ﬁ N Ny

N

ou
> la matrice Ay est déterministe, de dimensions N X n,

> les matrices Dy et D,, sont déterministes, de dimensions respectives N x N et
n X n, diagonales, a éléments diagonaux positifs ou nuls,

> La matrice X est aléatoire, de dimensions N X n, a entrées i.i.d., centrées et
réduites.

On décrit ci-apres le comportement asymptotique, dans le régime des grandes ma-
trices aléatoires N  n, de la transformée de Stieltjes g,, de la mesure empirique des
valeurs propres de Hy Hy;, i.e.

1 -
gn(2) = 5T (HNHY — 2Iy) !
THEOREME 48. — On suppose que les dimensions de la matrice Xy vérifient
N,n — oo de sorte que

. .. N . N
0 < liminf — < limsup — < o0
non n N
et que les entrées (X;;) de la matrice Xy admettent un 4™ moment fini E | X,;;|* <
00. On suppose de plus que les normes spectrales des familles de matrices (An),

(Dy) et (Dy,) sont uniformément bornées. Le systéme d’équations

ou(z) = Lmv |Dy (—Z(IN+5n(z)DN)+AN(In+5n(z)Dn)*1A’j\,)_

bu(z) = LiTv |D, (—z([n + 6, (2) D) + A% (I + Sn(z)DN)—lAN>
(42)
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admet un unique couple de solutions (6n,5n) chacune étant une transformée de
Stieltjes d’une mesureE] (positive) & support inclus dans RY. Soit T (z) la matrice
définie par

Twn(z) = (—Z(IN+5n(z)DN)+AN(In+5n(z)l~)n)_1A}‘V> @3

alors t,(z) = +Tr Tn(2) est la transformée de Stieltjes d’une mesure de probabilité
P, et

1 5.
In(2) = =TrTn(z) —22—0.
N N,n—o0
De manieére équivalente, presque siirement, pour toute fonction f : R — R continue
bornée

1 N
N;f()\i)—/Rf()\)Pn(d)\) 0,

N,n—o0

ot les (\;) représentent les valeurs propres de Hy HY,.

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de I’information mu-
tuelle associée au canal de matrice de gain H,, :

N
1 1
T.(p) = Nlogdet (HyHy + ply) = NZIOg(/\i +p), p>0.

=1

L’information mutuelle se présente comme une statistique linéaire des valeurs propres
de HyHY, (on appelle statistique linéaire des valeurs propres une fonction des va-
leurs propres de la forme ), ¢(\;)). Elle est aussi liée de maniére plus profonde a la
transformée de Stieltjes g,, car

* /1
In(p) =logp + / (u - gn(_u)) du . (44)
P
En effet,
N
1 1 1 1
o~ n(—u) = N; <u - u+>\¢)
et

/pK (i - uj)%) du = [log(u)}:{ - {log(u—k)\i)}f

= —log(p) + log(p + \i) + log (

K
) e o) +loxl )

5. On montre facilement que Jy, (respectivement 5n) est la transformée de Stieltjes d’une mesure de masse
totale égale a %Tr Dy, (respectivement égale a %Tr Dp).
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ce qui démontre la formule @4). Ce lien permet de décrire précisément et de maniére
explicite le comportement asymptotique de IEZ,,(p). On se place a nouveau sous les
hypothéses du théoréme

THEOREME 49. — Soient (8,,,0,,) les solutions du systeme @2)) évaluées en —p. On
pose

Val(p) = %log det [p <IN + SnDN) + An (I, + 5nl~)n)_1A?\/}

+ %bg det (In + 5nDn) — P~ 0n0n

n
N
Alors

EZ.(p) = Valp) ——— 0.

N,n—o0

On constate que 1’équivalent déterministe V,,(p) de I’information mutuelle Z,(p)
dépend des deux quantités §,, et b, solutions du systeme (@2)). Une étude plus poussée
(cf. Dumont et al.| (2010)) permet d’obtenir un équivalent déterministe de la capacité
ergodique.

Dans le cas d’un canal a évanouissement lent, il peut étre intéressant de décrire les
fluctuations de I’'information mutuelle. C’est 1’objet du théoréme suivant. On se place
a nouveau sous les hypotheses du théoreme 8] On rappelle que 7' = Ty est donnée
par la formule (#3)). On définit la matrice associée T=T, par:

T = (—2(I + 0a()D0) + Axy (Iv + 80(2)Dx) " A )

THEOREME 50. — On fait maintenant I’hypothése que les entrées de la matrice X,
sont des gaussiennes complexes standard i.i.d., i.e. chaque entrée X;; s’écrit X;; =
% ou U etV sont des gaussiennes réelles indépendantes, centrées et réduites. On
suppose de plus que

1 1 -
inf —TrDy >0 et inf-TrD, >0.
n n n n

On pose

1 1
y=-TeDTDT et 5= -TtDTDT.
n n

Soit
1 ~ " B 2
0, = —log <<1 — ~Tr DY2?TA(I +6D)™*D(I + 6D)‘1A*TD1/2) — p2w> )

Alors

= Tl0) = Vo) 5 N0

. D s C g
out —> représente la convergence en distribution.
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