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x

ǫ

z = Kx+ ǫ

Modèle direct

Problème inverse
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Perturbation

Mesures

Rechercher x ∈ R
N minimisant un critère F (x)

F : Adéquation aux données + a priori

Minimisation sous contraintes de positivité

Ex : Reconstruction d’image
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Optimisation sous contraintes de positivité

Résolution itérative de
min
x>0

F (x).

Deux familles d’algorithmes :

Activation des contraintes

Projection des itérés dans
{x|xn > 0}

Ex : Minimisation coordonnée par
coordonnée

Points intérieurs

Maintien des itérés dans
{x|xn > 0}

Ex : Barrière logarithmique
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Algorithmes de Majoration-Minimisation (MM) [Hunter04]

Objectif: Trouver x, minimiseur de F

Pour tout y, soit H(.,y) une Approximation Majorante (AM) de F en y

i.e.,

H(x,y) > F (x), ∀x,

H(y,y) = F (y)

Algorithme MM :

xk+1 = argmin
x

H(x,xk)

xk xk+1

F

H(.,xk)
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Algorithme MM contraint

xk+1 = argmin
RN+

H(x,xk).

AM séparable = Algorithme SPS [DePierro95]

H(x,xk) =
∑

n

hn(xn,xk) ⇒ xn,k+1 = argmin
R+

hn(xn,xk), ∀n.

Construction de la majorante en utilisant la convexité
[Lange95,DePierro95]

Application aux critères non différentiables [Figueiredo07]

Algorithmes proximaux [Combettes05,Beck09].

AM non séparable

Minimisation coordonnée par coordonnée
= Algorithme PSCD [Erdogan99].
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Minimisation coordonnée par coordonnée

Mise à jour séquentielle (Gauss-Seidel) [Luo92,Sauer93,Bertsekas99]

xn,k+1 = argminR+ F (x1,k+1, ..., xn−1,k+1, xn, xn+1,k, ..., xN,k),
xm,k+1 = xm,k,m 6= n.

Mise à jour parallèle (Jacobi) [Sauer93,Elad07]

yn,k = argminR+ F (x1,k, ..., xn−1,k, xn, xn+1,k, ..., xN,k),∀n,
xk+1 = xk + αk(yk − xk)

Nécessite de savoir calculer les minimiseurs de façon explicite

Sinon, minimisation approchée par Newton-Raphson ou par MM :
Algorithmes CA-NR [Bouman96] ou CA-PS [Zheng00,Sotthivirat02]

Permet de traiter un problème non différentiable
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Fonction barrière

Définition

B strictement convexe est appelée fonction barrière associée aux
contraintes x ∈ C si ‖∇B‖ est non borné à la frontière de C

Ex : Barrière logarithmique pour les
contraintes de positivité

B(x) = −
∑

n

log(xn)

C = {x > 0}

0

1

2

3 0

1

2

3

−5

0

5

B(x) = − log(x1) − log(x2)

x2
x1

⇒ Si un critère contient une fonction barrière, ses minimiseurs
appartiennent au domaine C.
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Algorithmes de barrière

min
x>0

F (x) ⇔ minF (x)+µB(x), {µ} → 0

Barrière logarithmique [Fiacco67]

B(x) = −
∑

n

log xn

Principalement utilisée en programmation linéaire

Analyse de convergence [Nesterov94]

Barrière proximale [Eggermont90]

B(x) =
∑

n

xn,k log
xn,k
xn

+ xn − xn,k

Il s’agit d’un algorithme MM

Analyse de convergence [Auslender95,Teboulle97]
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Algorithme RL

min
x>0

F (x) =
∑

m

[Kx]m − zm log[Kx]m

Algorithme RL [Richardson72,Lucy74] :

xk+1 = xk

(

KT z

Kxk

)(
1

KT1

)

Nombreuses interprétations

EM [Shepp82], POCS [Vardi85], barrière proximale
[Eggermont98,Chrétien00], gradient séparé [Lanteri02], gradient
préconditionné [Kaufman87]...

Algorithme MM avec approximation majorante séparable [DePierro93]

H(x,xk) =
∑

n

anxn−bn(xk) log xn + cn(xk)

Utilisation en NMF [Lee99,Dhillon05]
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Algorithme ISRA

min
x>0

F (x) = ‖Kx − z‖22

Algorithme ISRA [Daube-Witherspoon86] :

xk+1 = xk

(
KTz

KT (Kxk)

)

Il s’agit aussi d’un algorithme MM avec approximation majorante séparable
quadratique [DePierro87]

H(x,xk) =
∑

n

an(xk)x
2
n + bnxn + cn(xk)

limxn,k→0 an(xk) = +∞
Par construction, pour tout k, xk > 0.
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Critères contenant des fonctions barrières

① Contrainte de positivité :

min
x>0

‖Kx− z‖2 ⇔ minF (x) = ‖Kx− z‖2−µ
∑

n

log(xn), {µ} → 0

② Modèle de bruit Poisson (Ex: Tomographie d’émission)

F (x) =
∑

m

[Kx]m−zm log[Kx]m

③ Pénalisation par maximum d’entropie

F (x) = ‖Kx − z‖2 + λ
∑

n

xn log xn

Emilie Chouzenoux (IRCCyN) Algorithmes MM et positivité Paris, 1er février 2011 15 / 36



Formulation générale du problème

Problèmes d’optimisation de la forme :

min (F (x) = P (x) + µB(x)) , µ > 0 (1)

P (x) : Possibilité de construire des AM quadratiques

B(x) =
∑I

i=1 bi(c
T
i x+ ρi): fonction barrière,
e.g., bi(u) = − log u ou u log u

Algorithme itératif

xk+1 = xk + αkdk, pour k = 1, . . . ,K

dk direction de descente (Gradient, Newton, Newton tronqué,
gradient conjugué ...)

αk > 0 pas obtenu par minimisation de f(α) = F (xk + αdk).
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Problématique

f(α) = F (xk + αdk) = P (xk + αdk) + µB(xk + αdk)
︸ ︷︷ ︸

barrière b(α)

b non définie pour α /∈]α−, α+[ s’il existe i tel que

cTi (xk + α±dk) + ρi = 0.

Restriction de la recherche de pas à α ∈]α−, α+[

Prise en compte des asymptotes verticales en α− et α+

Méthodes classiques peu efficaces

Fonctions d’interpolation log-quadratiques [Murray94]
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Recherche de pas MM quadratique

Objectif : trouver αk minimisant f(α) = F (xk + αdk)

Pour tout β, on construit h(., β) une AMQ de f en β :

h(α, β) = f(β) + (α− β)ḟ(β) +
1

2
aβ(α− β)2

Pas issu de l’AMQ :

αj+1
k = argmin

α
h(α,αj

k), j < J

= αj
k − ḟ(αj

k)/a
j
k, j < J

αk = αJ
k

αj
k αj+1

k

f

h(., αj
k)
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Recherche de pas MM non quadratique

La dérivée du terme de barrière est non bornée en α±

⇒ Il n’existe pas d’AQM de f .
αj
k

α+

f

Construction d’approximations majorantes de f de la forme

h(α,αj
k) = h0 + h1α+ h2α

2 − h3 log(h4 − α)

argminα h(α,α
j
k) est la racine d’un polynôme d’ordre 2

Choix des hi pour les barrières − log u et u log u
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Résultats de convergence [Chouzenoux09]

Objectif : Etudier la convergence du schéma itératif

xk+1 = xk + αkdk, k = 1, . . . , K

Propriétés

Quel que soit le nombre de sous-itérations MM,

La première condition de Wolfe est vérifiée

Le pas est ‘suffisamment grand’

La condition de Zoutendijk est vérifiée

⇒ Convergence de nombreux algorithmes démontrée :

Gradient, Newton, Quasi-Newton ... : limk ‖∇F (xk)‖ = 0

Gradient conjugué : lim infk ‖∇F (xk)‖ = 0
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Illustration en optimisation contrainte
Points intérieurs pour la programmation quadratique

min
x∈Rn

F (x) = ρ0 + cT0 x+
1

2
xTC0x

s.c. : C(x) = Cx+ ρ > 0

Critère augmenté

Fµ(x) = F (x)− µ

I∑

i=1

log([Cx + ρ]i)

Points intérieurs: Pour une suite {µ} → 0,

Minimiser le critère augmenté Fµ. Méthode primale

Annuler le résidu rµ(x,λ) afin de résoudre une version perturbée des
conditions KKT. Méthode primale-duale
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Points intérieurs pour la programmation quadratique

Méthode primale [Boyd04]

1) Calcul de la direction de Newton d de Fµ en x

2) Recherche de pas sur Fµ(x+ αd)

Méthode primale-duale [Armand00]

1) Calcul des directions de Newton dx,dλ de rµ en x et λ

2) Recherche de pas sur ψµ(x+ αdx,λ+ αdλ), où

ψµ(x,λ) = Fµ(x) + λTx− µ

m∑

i=1

log(λi[Cx+ ρ]i)
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Résultats expérimentaux

Test : 100 problèmes aléatoires de taille N = 100, I = 100 [Moré89]

Algorithme primal

Rebroussement 100 iter 0.6 s
Interpolation LQ 50 iter 0.5 s
MM LQ 43.1 iter 0.3 s

Algorithme primal-dual

Rebroussement 9.6 iter 0.06 s
Interpolation LQ 9.7 iter 0.13 s
MM LQ 10.5 iter 0.09 s
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Résonance Magnétique Nucléaire 1D

Modèle direct

z(τ) =

∫ Tmax

Tmin

e−τ/T x(T ) dT

T : Temps de relaxation
τ : Temps d’écho
z(τ) : Echo mesuré
x(T ) : Spectre à estimer
Après discrétisation,

z = Kx+ ǫ

avec K ∈ R
M×N , z ∈ R

M , x ∈ R
N

Objectif : Estimer x à partir de z sous la contrainte x > 0
Difficultés : Problème inverse de grande taille et très mal posé.
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Résonance Magnétique Nucléaire 1D

Reconstruction par maximum d’entropie

min
x>0

F (x) = P (x) + µB(x)

Adéquation aux données : Moindres carrés P (x) = ‖Kx− z‖2

Régularisation : Entropie de Shannon B(x) =
∑

n xn log xn
Fonction barrière ⇒ Assure la positivité

Stratégie d’optimisation

Algorithme de Newton tronqué

Préconditionnement basé sur la SVD

Comparaison de la stratégie MM proposée avec la recherche de pas de
Moré & Thuente [Moré94] pour deux stratégies d’interpolation.
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Résonance Magnétique Nucléaire 1D
M
T
-C
u
b
ic

c1 c2 Iter Tps(s)

10−3 0.5 35 10

10−3 0.9 41 11

10−3 0.99 70 15

M
T
-L
Q

c1 c2 Iter Tps(s)

10−3 0.5 35 11

10−3 0.9 35 11

10−3 0.99 35 11

M
M
-L
Q

J Iter Tps(s)

1 36 5

2 40 6

5 40 7

10 40 7

(c1, c2): Paramètres de Wolfe
J : Nombre de sous-itérations MM

0 1 2 3
0
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1
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2

T

 

 

Simulated x(T )

Estimated x(T )

Figure: Reconstruction de données RMN
simulées avec RSB = 25dB
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Résonance Magnétique Nucléaire 2D [Chouzenoux10]
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Figure: Reconstruction de données RMN réelles
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Conclusion

Recherche de pas MM: MMQ1D ou MMLQ1D

Méthode simple

Résultats de convergence

Efficacité pratique

Classification des algorithmes MM pour les contraintes de positivité
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Algorithmes de projection
Gradient projeté [Sec.2,Hager06]

yk = P+(xk − sk∇J(xk))
xk+1 = xk + αk(yk − xk)

Possibilité d’accélérer l’algorithme en préconditionnant le gradient
[Berstekas81,Pytlak98], en modifiant la métrique [Bonettini09] ou en
utilisant des régions de confiance [Conn88].

Utilisation du sous-gradient dans le cas non différentiable [Polyak87]

Calcul des pas (sk, αk) par backtracking [Berstekas99,Iusem03] ou
Barzilai Borwein [Birgin09,Bonettini09].

Activation des contraintes [Sec.3,Hager06]

Estimation des contraintes actives par gradient projeté suivie d’une
minimisation dans le domaine restreint

Ex : Newton tronqué [More89,Bardsley03] ou quasi-Newton
[Byrd95,Xiao08]
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Gradient séparé [Lanteri01]

Ecriture du gradient sous la forme :

−∇J(x) = U(x)− V (x), U(x), V (x) > 0

Algorithme de descente :

xk+1 = xk − αk
xk

V (xk)
∇J(xk)

où αk est choisi afin d’avoir xk > 0.

Cas particulier : αk = 1 ⇒ schéma multiplicatif.

Algorithmes RL et ISRA

Utilisation en NMF [Dhillon05,Fevotte08]

Accélération en prenant (xk)
1/m [Lanteri01]
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