
Reonstrution d'image en présene debruit gaussien dépendant par unalgorithme Expliite-Impliite à métrique variable.Audrey Repetti, Emilie Chouzenoux et Jean-Christophe PesquetLaboratoire d'Informatique Gaspard Monge, Université Paris-Est Marne la ValléeCité Desartes, 5 Boulevard Desartes, Champs sur Marne, 77454 Marne la Vallée Cedex 2, Frane{audrey.repetti, emilie.houzenoux, jean-hristophe.pesquet}�univ-mlv.frThème � Traitement et analyseProblème traité � Reonstrution d'une image dégradée par un opérateur linéaire et perturbée par un bruit additif gaussiendont la variane dépend linéairement de l'image originale. La fontion d'attahe aux données onsidérée (obtenue grâe à uneestimation par maximum a posteriori) est non onvexe et la fontion de régularisation est non lisse.Originalité � Nous proposons de résoudre e problème grâe à un algorithme Expliite-Impliite (Forward-Bakward, FB)aéléré par l'introdution d'une métrique variable. Cette métrique est hoisie suivant la théorie de la Majoration-Minimisation.L'algorithme présenté permet de traiter la somme d'une fontion (non néessairement onvexe) di�érentiable et d'une fontion(non néessairement di�érentiable) onvexe.Résultats � Nous montrons la onvergene de l'algorithme proposé en utilisant des résultats réents de l'analyse non lisse.Nous présentons des résultats expérimentaux illustrant l'aélération produite sur la vitesse de onvergene du ritère et elledes itérées. Les ourbes de onvergene obtenues montrent que notre algorithme se ompare favorablement à l'algorithme FBlassique et à ses formes aélérées telles que FISTA.1 IntrodutionOn s'intéresse à l'estimation x̂ ∈ R
N d'une image originale x̄ ∈ R

N à partir d'observations z ∈ R
M de la forme

z = Hx̄ + b, où H ∈ R
M×N est une matrie modélisant la dégradation subie par l'image (e.g. un opérateur deonvolution) et b ∈ R

M est un bruit additif. Une stratégie e�ae pour traiter e problème est de dé�nir x̂ omme étantun minimiseur d'un ritère pénalisé G = F + R, où F est une fontion d'attahe aux données et R est une fontionde régularisation qui favorise ertaines propriétés a priori de la solution. Nous supposons que F est di�érentiable degradient Lipshitz et R est onvexe, propre, semi-ontinue inférieurement (si). Dans le as où R est lisse, des algorithmese�aes pour résoudre e problème de minimisation sont notamment les algorithmes de gradient préonditionné [1℄ et deMajoration-Minimisation (MM) [2℄. Dans le as où R est non lisse, l'algorithme Expliite-Impliite (Forward-Bakward,FB) [3℄ peut être utilisé. Cependant, e dernier peut sou�rir de lenteurs de onvergene. Deux approhes ont étéproposées dans la littérature pour remédier à e problème. La première repose sur une aélération de type sous-espaequi utilise des informations des itérations préédentes pour onstruire la nouvelle itérée (par exemple, l'algorithmeFISTA [4℄). La seonde s'appuie sur l'emploi d'une métrique variable, 'est-à-dire d'une modi�ation à haque itérationde la métrique sous-jaente. Cette stratégie est utilisée par l'algorithme Expliite-Impliite à Métrique Variable (VariableMetri Forward-Bakward, VMFB) [5, 6℄ :
x0 ∈ domRPour k = 0, 1, . . .
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où, pour tout k ∈ N, ∇F (xk) est le gradient de F en xk, Ak ∈ R
N×N est une matrie symétrique dé�nie positive et

(γk, λk) ∈]0,+∞[2. De plus, pour tout x ∈ R
N , proxγ−1

k
Ak,R

(x) est l'opérateur proximal de R en x relatif à la métriqueinduite par γ−1
k Ak [5℄, i.e. l'unique minimiseur de R+ 1
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où, pour tout y ∈ R
N , ‖y‖2

γ
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Ak

= y⊤(γ−1
k Ak)y.On remarque que, d'une part, si R ≡ 0 , alors on retrouve un algorithme de gradient préonditionné. D'autre part, si,pour tout k ∈ N, Ak = IN , où IN est la matrie identité de RN , alors on retrouve l'algorithme FB. En se limitant au asoù F est onvexe, la onvergene de l'algorithme (1) a été démontrée dans [5℄. Cependant, auune méthode onstrutiven'a été présentée pour hoisir les matries (Ak)k∈N.Dans et artile, nous proposons une stratégie de onstrution des matries (Ak)k∈N basée sur une approhe MM. Cehoix onduit à un nouveau résultat de onvergene pour l'algorithme VMFB, qui reste valide dans le as où la fontion

F est non onvexe. Nous illustrons les performanes de l'approhe proposée sur un exemple de reonstrution d'image.2 Méthode proposéeChoix des métriques. Nous proposons de dé�nir les matries (Ak)k∈N, servant à dé�nir la métrique variable del'algorithme (1), en utilisant la théorie MM. Pour tout k ∈ N, la matrie Ak est hoisie de façon à e que la fontionquadratique Q(·, xk) = F (xk) + (· − xk)
⊤∇F (xk) +

1
2 (· − xk)

⊤Ak(· − xk) soit une fontion majorante de F en xk sur ledomaine de R, 'est-à-dire :
(∀x ∈ domR) F (x) ≤ Q(x, xk) et F (xk) = Q(xk, xk). (2)Par ailleurs, Ak est supposée symétrique et bornée au sens où il existe (ν, ν) ∈]0,+∞[2, ave 0 < ν ≤ ν, tel que, pourtout x ∈ R

N , ν‖x‖2 ≤ ‖x‖2Ak
≤ ν‖x‖2. Remarquons qu'il est toujours possible de onstruire de telles matries. Enpartiulier, (2) est véri�ée si Ak = L IN , où L est la onstante de Lipshitz de ∇F ([Prop. A.24℄[1℄).Théorème de onvergene. La onstrution proposée pour les matries (Ak)k∈N onduit au résultat de onvergenesuivant dérivant le omportement asymptotique de la suite (xk)k∈N générée par l'algorithme (1) lorsque F n'est pasnéessairement onvexe.Théorème 1. Supposons F de gradient L-Lipshitz sur domR et R onvexe, propre, si sur R

N et ontinue surson domaine. De plus, supposons que G est oerive et véri�e l'inégalité de Kurdyka-�ojasiewiz [7℄. Si les onditionssuivantes sont véri�ées :(i) 0 < inf l∈N (λlγl) et supl∈N (λlγl) < 2,(ii) pour tout k ∈ N, 0 < inf l∈N λl ≤ λk ≤ 1,(iii) il existe η ∈]0, 1] tel que, pour tout k ∈ N, G(xk+1) ≤ (1− η)G(xk) + ηG(yk),alors limk→+∞ xk = x̂, où x̂ est un point ritique de G.Remarquons que si, pour tout k ∈ N, xk+1 est hoisi tel que G(xk+1) ≤ G(yk) ('est le as en partiulier pour
λk ≡ η ≡ 1), alors la ondition (iii) est véri�ée. D'autre part, l'opérateur proximal n'étant pas toujours alulable demanière expliite ([6℄), le Théorème 1 est démontré dans [8℄ pour une version inexate de l'algorithme (1).3 Appliation au problème de reonstrution d'imageModèle. A�n d'illustrer les performanes de l'algorithme VMFB, nous onsidérons un problème de reonstrutiond'image en présene de bruit gaussien dépendant. Les observations sont de la forme :

(∀m ∈ {1, . . . ,M}) z(m) = [Hx̄](m) +
√

α(m)[Hx̄](m) + β(m)w(m), (3)oùH ∈ [0,+∞[M×N est une matrie de projetion, [Hx](m) est lam-ème omposante deHx, (α(m))1≤m≤M ∈ [0,+∞[M ,
(β(m))1≤m≤M ∈]0,+∞[M et (w(m))1≤m≤M est une réalisation d'un veteur aléatoire gaussien de moyenne nulle etde matrie de ovariane IM . Le terme d'attahe aux données est dé�ni, pour tout x ∈ [0,+∞[N , omme étant lalog-vraisemblane des données : F (x) = 1

2

∑M
m=1

(

([Hx](m)−z(m))2

a(m)[Hx](m)+b(m) + log(a(m)[Hx](m) + b(m))
). Les matries (Ak)k∈Nassoiées sont onstruites suivant une approhe similaire à [9℄. D'autre part, une régularisation hybride est onsidérée :

R = ι[xmin,xmax]N +
∑J

j=1 ϑ
(j)|[W ·](j)|, où ι[xmin,xmax]N est la fontion indiatrie du pavé [xmin, xmax]

N , W ∈ R
J×N et

(ϑ(j))1≤j≤J ∈ [0,+∞[J .



Résultats. Nous présentons les résultats obtenus lorsque l'image originale x̄ orrespond à une oupe du fant�meZubal de dimension N = 128× 128, où xmin = 0 et xmax = 1, et H est une matrie de Radon modélisant M = 16384projetions parallèles à partir des aquisitions de 128 lignes et 128 angles. Pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, nous prenons
α(m) = 0.01 et β(m) = 0.1. En e qui onerne W , nous utilisons une transformation en ondelettes redondantes deDaubehies d'ordre 8 sur 3 niveaux de résolution. Cette déomposition orrespond à une trame à l'analyse ajustée(tight frame) de onstante égale à 64. Les paramètres (ϑ(j))1≤j≤J sont hoisis de façon à maximiser le SNR entre x̄et x̂. Les �gures 1(a)-(b) présentent les projetions bruitées et l'image restaurée par la méthode proposée. De plus, les�gures 1()-(d) illustrent les variations de (G(xk) −G(x̂))k et de (‖xk − x̂‖)k en fontion du temps de alul pour lesalgorithmes VMFB, FB [7℄ et FISTA [4℄. Pour VMFB, le paramètre de relaxation est �xé à λk ≡ 1. Les résultats de FBet de VMFB sont présentés pour deux valeurs du pas : γk ≡ 1 et γk ≡ 1.9. Nous observons que le seond hoix onduità de meilleurs résultats en terme de vitesse de onvergene. De plus, nous remarquons que l'introdution de la métriquevariable permet d'aélérer la vitesse de onvergene du ritère ainsi que elle des itérées.
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(a) (b) () (d)Figure 1 � Projetions bruitées (a), image restaurée, SNR=18.9 dB (b) et omparaisons entre l'algorithme VMFB ave γk ≡ 1(traits �ns ontinus) et γk ≡ 1.9 (traits épais ontinus), l'algorithme FB ave γk ≡ 1 (traits �ns disontinus) et γk ≡ 1.9 (traitsépais disontinus) et FISTA (traits pointillés) en terme de onvergene du ritère () et des itérées (d).Référenes[1℄ D. P. Bertsekas. Nonlinear Programming. 2nd edn. Athena Sienti�, Belmont, MA, 1999.[2℄ M. Allain, J. Idier, et Y. Goussard. On global and loal onvergene of half-quadrati algorithms. IEEE Trans.Image Proess., vol. 15, no. 5, pp. 1130-1142, Mai 2006.[3℄ H. H. Baushke et P. L. Combettes. Convex Analysis and Monotone Operator Theory in Hilbert Spaes. Springer,New York, 2011.[4℄ A. Bek et M. Teboulle. Fast gradient-based algorithms for onstrained total variation image denoising and deblur-ring problems. IEEE Trans. Image Proess., vol. 16, pp 2419-2434, Nov. 2009.[5℄ P. L. Combettes et B. C. V�u. Variable metri forward-bakward splitting with appliations to monotone inlusionsin duality. À paraître dans Optimization, 2013. Disponible sur http://arxiv.org/abs/1206.6791.[6℄ S. Beker et J. Fadili. A quasi-Newton proximal splitting method. Rap. Teh., 2012. Disponible surhttp://arxiv.org/abs/1206.1156.[7℄ H. Attouh, J. Bolte et B. F. Svaiter. Convergene of desent methods for semi-algebrai and tame problems :proximal algorithms, forward-bakward splitting, and regularized Gauss-Seidel methods. Math. Program., vol. 137,pp. 91-129, Fév. 2011.[8℄ E. Chouzenoux, J.-C. Pesquet et A. Repetti. Variable metri forward-bakward algorithm for minimi-zing the sum of a di�erentiable funtion and a onvex funtion. Rap. Teh., 2013. Disponible surhttp://www.optimization-online.org/DB_HTML/2013/01/3749.html.[9℄ H. Erdogan et J. A. Fessler. Monotoni algorithms for transmission tomography. IEEE Trans. Med. Imag., vol. 18,no. 9, pp. 801-814, Sep. 1999.


