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omm.pub.roThème � Représentations et modèlesProblème traité � Nous abordons le problème de l'estimation, en présen
e de bruit, d'un signal à valeurs 
omplexes admettantune représentation par
imonieuse dans une famille paramétrique de ve
teurs dont les paramètres sont 
onnus de manière impré
ise.Originalité � Nous formulons 
e problème d'estimation 
omme 
elui de la minimisation d'une fon
tion de 
oût non 
onvexesous 
ontraintes non 
onvexes. Un algorithme de type expli
ite-impli
ite (forward-ba
kward) permet d'apporter une solutionnumérique à 
e problème d'optimisation. La mise en ÷uvre de 
et algorithme né
essite le 
al
ul d'un opérateur proximal dontnous donnons la forme exa
te. Nous montrons que la méthode proposée peut être vue 
omme une généralisation d'une te
hniquede seuillage dur itératif.Résultats � En utilisant des résultats ré
ents d'analyse non lisse, nous étudions la 
onvergen
e de l'algorithme d'optimisationemployé. Par ailleurs, nous illustrons le bon 
omportement numérique de l'appro
he proposée sur des exemples d'analyse spe
tralepar
imonieuse.1 Introdu
tionDans 
e travail, nous nous intéressons au problème 
lassique de l'estimation d'un signal x ∈ CQ à partir d'observations
y = x + w, où w ∈ CQ est une réalisation d'un ve
teur aléatoire. On suppose que 
e signal admet une représentationpar
imonieuse sur une famille E = {eν | ν ∈ R} de ve
teurs de CQ paramétrés par une variable s
alaire ν ∈ R. Pluspré
isément, le signal x ∈ CQ peut s'é
rire sous la forme

x =
N∑

n=1

cneνn
(1)où {eνn | 1 ≤ n ≤ N} est un sous-ensemble �ni de E , un grand nombre de 
omposantes du ve
teur c = (cn)1≤n≤N ∈ CNétant supposées nulles.L'originalité de 
e travail est de se pla
er dans le 
as où les paramètres (νn)1≤n≤N sont 
onnus de manière impré
ise,i.e. ils sont tels que, pour tout n ∈ {1, . . . , N}, νn = θn + δn où θn ∈ R est une valeur �xée et δn ∈ R est une erreurin
onnue qui doit être estimée. Sous les hypothèses que les pertubations (δn)1≤n≤N sont petites et que la fon
tion

ν 7→ eν est di�érentiable, un développement de Taylor au premier ordre 
onduit à
(∀n ∈ {1, . . . , N}) eνn ≃ eθn + δne

′
θn

(2)où e′θn est le gradient de ν 7→ eν en θn. Après 
ette approximation, le modèle (1) prend une forme bilinéaire :
x =

N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
. (3)Notons que l'étude d'un modèle par
imonieux perturbé a été ré
emment réalisée dans [1℄ en optimisant un 
ritèrede type moindres 
arrés totaux (total least squares) pénalisé par un terme ℓ1. Notre appro
he di�ère par les points



suivants : (i) elle est basée sur l'emploi d'une pénalisation ℓ0, (ii) les erreurs (δn)1≤n≤N sont supposées telles que
(∀n ∈ {1, . . . , N}) |δn| ≤ ∆n, (4)les bornes (∆n)1≤n≤N ∈ [0,+∞[N étant �xées au préalable, (iii) un terme de �délité quel
onque peut être employépourvu qu'il soit de gradient Lips
hitzien.2 Méthode proposéeFormulation variationnelle. A�n d'identi�er le modèle par
imonieux perturbé, nous proposons de résoudre leproblème d'optimisation suivant :

minimiser
c=(cn)1≤n≤N∈C

N

δ=(δn)1≤n≤N∈B

Φ
( N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
− y

)
+ λℓ0(c) +

ǫ

2
‖c‖2 (5)où B est le pavé de RN dé�ni par [−∆1,∆1]×· · ·× [−∆N ,∆N ], Φ: CQ → R est le terme de �délité aux données souventlié à l'anti-log-vraisemblan
e du bruit entâ
hant les observations, λ ∈]0,+∞[ est un paramètre de régularisation servantà imposer la �sparsité� de la représentation et ǫ ∈ [0,+∞[. Le dernier terme joue un r�le similaire à 
elui d'unepénalisation élastique [2℄.Dans la suite, on introduit les matri
es E = [eθ1 . . . eθN ] ∈ CQ×N , E′ = [e′θ1 . . . e

′
θN

] ∈ CQ×N et l'on dé�nit, pour tout
n ∈ {1, . . . , N}, la fon
tion

(∀(cn, dn) ∈ C
2) ψn(cn, dn) = λχ{0}(cn) + ιSn

(cn, dn) +
ǫ

2
|cn|

2, (6)où ιSn
est la fon
tion indi
atri
e du 
�ne fermé Sn = {(cn, dn) ∈ C2 | ∃δn ∈ [−∆n,∆n], dn = δncn}. On peut alorsreformuler le problème (5) 
omme 
elui de la minimisation de la fon
tion

(c, d) =
(
(cn)1≤n≤N , (dn)1≤n≤N

)
7→ Φ

(
[E E′]

[
c
d

]
− y

)
+

N∑

n=1

ψn(cn, dn). (7)Algorithme. Si l'on fait l'hypothèse que la fon
tion Φ est di�érentiable, on peut apporter une solution numérique auproblème (5) en employant l'algorithme expli
ite-impli
ite suivant :
(c(0), d(0)) ∈ (CN )2

(γ, γ) ∈]0,+∞[2Pour k = 0, 1, . . .

γ(k) ∈ (γ, γ)

D(k) = ∇Φ
(
[E E′]

[
c(k)

d(k)

]
− y

)

(c̃
(k)
n )1≤n≤N = c(k) − γ(k)EHD(k)

(d̃
(k)
n )1≤n≤N = d(k) − γ(k)(E′)HD(k)

(c
(k+1)
n , d

(k+1)
n )1≤n≤N =

(
proxγ(k)ψn

(c̃
(k)
n , d̃

(k)
n )

)
1≤n≤N

.

(8)
Remarquons que, pour mettre en ÷uvre 
et algorithme, il est né
essaire de 
al
uler les opérateurs proximaux [3℄ desfon
tions (ψn)1≤n≤N . Ces fon
tions sont non 
onvexes, mais on peut montrer que leurs opérateurs proximaux prennentune forme relativement simple. Il est intéressant de souligner que, dans le 
as parti
ulier où Φ est un 
ritère de moindres
arrés, ∆n ≡ 0 et ǫ = 0, l'algorithme se réduit à un seuillage dur itératif.Théorème de 
onvergen
e. Le problème d'optimisation 
onsidéré étant non 
onvexe, la 
onvergen
e de l'algorithmeexpli
ite-impli
ite n'est pas évidente. En utilisant des résultats ré
ents d'analyse non lisse pour les fon
tions à valeursréelles [4℄, nous avons 
ependant été en mesure de montrer la propriété suivante :Proposition 2.1. Si Φ est une fon
tion semi-algébrique de gradient L-Lips
hitzien ave
 L ∈]0,+∞[ et si les bornes γet γ sur le pas de l'algorithme sont 
hoisies telles que

0 < γ ≤ γ < L−1(‖E‖2 + ‖E′‖2)−1, (9)alors toute suite (c(k), d(k))k∈N générée par l'algorithme (8) 
onverge vers un point 
ritique de la fon
tion (7).Par ailleurs, nous avons pu établir que, si Φ est 
onvexe, tout point 
ritique de la fon
tion (7) est, sous une 
onditionpeu restri
tive, minimiseur lo
al de 
ette fon
tion.
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Figure 1 � Estimation de 6 
isoïdes (RSB = 23.27 dB) : à gau
he, amplitudes (|cn|)1≤n≤N ; à droite, perturbations
(δn)1≤n≤N en fon
tion des pulsations (θn)1≤n≤N sur la grille. Les valeurs exa
tes sont représentées par des 
er
les bleuset les estimées ave
 leur intervalle de 
on�an
e en rouge (la moyenne est indiquée par une 
roix).3 Appli
ation à l'analyse spe
traleA�n d'illustrer le bon 
omportement de la méthode proposée, nous 
onsidérons un problème d'estimation spe
tralepar
imonieuse [5℄. Nous proposons i
i une alternative aux méthodes de ra�nement de grilles de re
her
he [6, 7℄. Pluspré
isément, nous disposons de Q = 50 observations d'un signal à valeurs 
omplexes 
orrespondant à la somme de6 
isoïdes bruitées, é
hantillonnées irrégulièrement à des instants (τq)1≤q≤Q 
hoisis de manière aléatoire sur [0, Q].Les observations dis
rètes ont été dégradées par l'addition d'un bruit blan
 gaussien 
omplexe 
ir
ulaire, 
entré et devarian
e σ2. Le di
tionnaire employé 
omporte N = 500 
isoïdes dont les pulsations sont régulièrement é
hantillonnéessur [0, 2π]. On a ainsi : (∀ν ∈ R) eν =

(
exp(ıντq)

)
1≤q≤Q

et (∀n ∈ {1, . . . , N}) (θn,∆n) = (2π(n− 1)/N, π/N).Dans les 
as traités, les pulsations (νn)1≤n≤N des 
omposantes par
imonieuses n'appartiennent pas à la grille dere
her
he. La �gure 1, résultat d'une étude de Monte Carlo menée sur 100 réalisations, présente un exemple typiquedes estimations obtenues. Notre appro
he 
onduit à des gains substantiels par rapport à l'utilisation d'une stratégiebasée sur la simple minimisation d'un 
oût ℓ1 ainsi que sur l'emploi dire
t d'un algorithme de seuillage dur itératif.Notons que les résultats de la minimisation ℓ1 servent d'initialisation à notre algorithme. Par ailleurs, le paramètre derégularisation λ est 
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