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Théme — Représentations et modéles

Probléme traité — Nous abordons le probléme de I’estimation, en présence de bruit, d’un signal a valeurs complexes admettant
une représentation parcimonieuse dans une famille paramétrique de vecteurs dont les parameétres sont connus de maniére imprécise.

Originalité — Nous formulons ce probléme d’estimation comme celui de la minimisation d’une fonction de cofit non convexe
sous contraintes non convexes. Un algorithme de type explicite-implicite (forward-backward) permet d’apporter une solution
numérique & ce probléme d’optimisation. La mise en ceuvre de cet algorithme nécessite le calcul d’un opérateur proximal dont
nous donnons la forme exacte. Nous montrons que la méthode proposée peut étre vue comme une généralisation d’une technique
de seuillage dur itératif.

Résultats — En utilisant des résultats récents d’analyse non lisse, nous étudions la convergence de I’algorithme d’optimisation
employé. Par ailleurs, nous illustrons le bon comportement numérique de I’approche proposée sur des exemples d’analyse spectrale
parcimonieuse.

1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons au probléme classique de I’estimation d’un signal Z € C? a partir d’observations
y =T+ w, ot w € C? est une réalisation d’'un vecteur aléatoire. On suppose que ce signal admet une représentation
parcimonieuse sur une famille £ = {e, | v € R} de vecteurs de C¥ paramétrés par une variable scalaire v € R. Plus
précisément, le signal T € C® peut s’écrire sous la forme

N
T = Z Cnep, (1)
n=1

oit {e, | 1 <n < N} est un sous-ensemble fini de £, un grand nombre de composantes du vecteur ¢ = (¢,,)1<n<ny € CV
étant supposées nulles.

L’originalité de ce travail est de se placer dans le cas ou les paramétres (7,,)1<n<n sont connus de maniére imprécise,
i.e. ils sont tels que, pour tout n € {1,..., N}, 7, = 0, + 5, ot 6, € R est une valeur fixée et 0,, € R est une erreur
inconnue qui doit étre estimée. Sous les hypothéses que les pertubations (Sn)lgng ~ sont petites et que la fonction
v — e, est différentiable, un développement de Taylor au premier ordre conduit &

(Vne{l,...,N}) ev, ~ €, + Oney. (2)
ot ey est le gradient de v+ e, en 0,. Aprés cette approximation, le modele (1) prend une forme bilinéaire :

N
T = Z (Enegn + Engnefgn). (3)
n=1

Notons que I’étude d’un modéle parcimonieux perturbé a été récemment réalisée dans [1] en optimisant un critére
de type moindres carrés totaux (total least squares) pénalisé par un terme ¢;. Notre approche différe par les points



suivants : (i) elle est basée sur ’'emploi d’une pénalisation /g, (i) les erreurs (8, )1<n<xn sont supposées telles que
(Vne{l,...,N}) 16,] < A, (4)

les bornes (A,)1<n<n € [0, +0o["V étant fixées au préalable, (i) un terme de fidélité quelconque peut étre employé
pourvu qu’il soit de gradient Lipschitzien.

2 Meéthode proposée

Formulation variationnelle. Afin d’identifier le modeéle parcimonieux perturbé, nous proposons de résoudre le
probléme d’optimisation suivant :

N
minimiser <I>( Z (cnegn + cnéne/gn) - y) + Mo(c) + E||c||2 (5)
c:(cn)lgngNG(CN ne1 2
0=(0n)1<n<NEB
oil B est le pavé de RY défini par [~A1, Aq] x -+ x [~Apn, An], @: C? — R est le terme de fidélité aux données souvent
lié & Panti-log-vraisemblance du bruit entachant les observations, A €]0, +o0o[ est un parameétre de régularisation servant
a imposer la “sparsité” de la représentation et ¢ € [0,+oo[. Le dernier terme joue un role similaire & celui d’une
pénalisation élastique [2].
Dans la suite, on introduit les matrices E = [eg, ...egy] € CO*N B = [e) ...ey ] € C¥*N et I'on définit, pour tout
n € {1,...,N}, la fonction

€
(V(Cnv dn) € (C2) wn(cna dn) = >‘X{O} (Cn) + s, (Cn7 dn) + §|Cn|2a (6)

oil 1g, est la fonction indicatrice du cone fermé S, = {(c,,d,) € C* | 35, € [-An, Ay),dn = e }. On peut alors
reformuler le probléme (5) comme celui de la minimisation de la fonction

() = (Ceonnc. @hrzazn) o> 818 B1[%] 0 + 3 vten ). ")
n=1

Algorithme. Sil’on fait hypothése que la fonction ® est différentiable, on peut apporter une solution numérique au
probléme (5) en employant ’algorithme explicite-implicite suivant :

(c©,d) € (CN)?

(7,7) €10, +oo[?

Pour £ =0,1,...
7M€ (1,9)
D) = vq>([E B [2((2] - y) (8)
(@) 1<nen = c®) — y®) EH D)
()1 <nen = d®) — 4B (E)H D)
L (e dF ) e = (prox, .y, (Eézk),ggzk)))l<n<N-

Remarquons que, pour mettre en ceuvre cet algorithme, il est nécessaire de calculer les opérateurs proximaux [3] des
fonctions (¢, )1<n<n. Ces fonctions sont non convexes, mais on peut montrer que leurs opérateurs proximaux prennent
une forme relativement simple. Il est intéressant de souligner que, dans le cas particulier ot ® est un critére de moindres
carrés, A, =0 et e = 0, lalgorithme se réduit & un seuillage dur itératif.

Théoréme de convergence. Le probléme d’optimisation considéré étant non convexe, la convergence de l’algorithme
explicite-implicite n’est pas évidente. En utilisant des résultats récents d’analyse non lisse pour les fonctions & valeurs
réelles [4], nous avons cependant été en mesure de montrer la propriété suivante :

Proposition 2.1. Si ® est une fonction semi-algébrique de gradient L-Lipschitzien avec L €]0,+0o] et si les bornes y
et ¥ sur le pas de ’algorithme sont choisies telles que

0<y<y<LT'(IEI*+ | E*)7 (9)
alors toute suite (c(k),d(k))keN générée par lalgorithme (8) converge vers un point critiqgue de la fonction (7).

Par ailleurs, nous avons pu établir que, si ® est convexe, tout point critique de la fonction (7) est, sous une condition
peu restrictive, minimiseur local de cette fonction.
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FIGURE 1 — Estimation de 6 cisoides (RSB = 23.27 dB) : & gauche, amplitudes (|c,|)1<n<n ; & droite, perturbations
(0n)1<n<n en fonction des pulsations (6,,)1<n<n sur la grille. Les valeurs exactes sont représentées par des cercles bleus
et les estimées avec leur intervalle de confiance en rouge (la moyenne est indiquée par une croix).

3 Application & I’analyse spectrale

Afin d’illustrer le bon comportement de la méthode proposée, nous considérons un probléme d’estimation spectrale
parcimonieuse [5]. Nous proposons ici une alternative aux méthodes de raffinement de grilles de recherche [6, 7]. Plus
précisément, nous disposons de Q = 50 observations d’un signal & valeurs complexes correspondant a la somme de
6 cisoides bruitées, échantillonnées irréguliérement & des instants (75)i1<q<¢ choisis de maniére aléatoire sur [0, Q).
Les observations discrétes ont été dégradées par ’addition d’un bruit blanc gaussien complexe circulaire, centré et de
variance 2. Le dictionnaire employé comporte N = 500 cisoides dont les pulsations sont réguliérement échantillonnées
sur [0,27]. On a ainsi : (Vv € R) e, = (eXp(ZVTq))1§q§Q et (Vne{l,...,N}) (0n,An) = (27(n—1)/N,nw/N).

Dans les cas traités, les pulsations (7, )1<n<ny des composantes parcimonieuses n’appartiennent pas a la grille de
recherche. La figure 1, résultat d’une étude de Monte Carlo menée sur 100 réalisations, présente un exemple typique
des estimations obtenues. Notre approche conduit a des gains substantiels par rapport a 'utilisation d’une stratégie
basée sur la simple minimisation d’un colt ¢; ainsi que sur ’emploi direct d’un algorithme de seuillage dur itératif.
Notons que les résultats de la minimisation ¢; servent d’initialisation & notre algorithme. Par ailleurs, le paramétre de
régularisation A est choisi de maniére automatique.
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