
Estimation d'un signal omplexe à partir d'un modèleparimonieux perturbé.Anisia Floresu1, Emilie Chouzenoux2, Jean-Christophe Pesquet2 et Silviu Ciohina11Politehnia University of Buharest, Teleommuniations Dept., Romania2Université Paris-Est, LIGM, UMR CNRS 8049, 77454 Marne-la-Valléeanisia.floresu�ugal.ro, emilie.houzenoux�univ-mlv.fr, pesquet�univ-mlv.fr, silviu�omm.pub.roThème � Représentations et modèlesProblème traité � Nous abordons le problème de l'estimation, en présene de bruit, d'un signal à valeurs omplexes admettantune représentation parimonieuse dans une famille paramétrique de veteurs dont les paramètres sont onnus de manière impréise.Originalité � Nous formulons e problème d'estimation omme elui de la minimisation d'une fontion de oût non onvexesous ontraintes non onvexes. Un algorithme de type expliite-impliite (forward-bakward) permet d'apporter une solutionnumérique à e problème d'optimisation. La mise en ÷uvre de et algorithme néessite le alul d'un opérateur proximal dontnous donnons la forme exate. Nous montrons que la méthode proposée peut être vue omme une généralisation d'une tehniquede seuillage dur itératif.Résultats � En utilisant des résultats réents d'analyse non lisse, nous étudions la onvergene de l'algorithme d'optimisationemployé. Par ailleurs, nous illustrons le bon omportement numérique de l'approhe proposée sur des exemples d'analyse spetraleparimonieuse.1 IntrodutionDans e travail, nous nous intéressons au problème lassique de l'estimation d'un signal x ∈ CQ à partir d'observations
y = x + w, où w ∈ CQ est une réalisation d'un veteur aléatoire. On suppose que e signal admet une représentationparimonieuse sur une famille E = {eν | ν ∈ R} de veteurs de CQ paramétrés par une variable salaire ν ∈ R. Pluspréisément, le signal x ∈ CQ peut s'érire sous la forme

x =
N∑

n=1

cneνn
(1)où {eνn | 1 ≤ n ≤ N} est un sous-ensemble �ni de E , un grand nombre de omposantes du veteur c = (cn)1≤n≤N ∈ CNétant supposées nulles.L'originalité de e travail est de se plaer dans le as où les paramètres (νn)1≤n≤N sont onnus de manière impréise,i.e. ils sont tels que, pour tout n ∈ {1, . . . , N}, νn = θn + δn où θn ∈ R est une valeur �xée et δn ∈ R est une erreurinonnue qui doit être estimée. Sous les hypothèses que les pertubations (δn)1≤n≤N sont petites et que la fontion

ν 7→ eν est di�érentiable, un développement de Taylor au premier ordre onduit à
(∀n ∈ {1, . . . , N}) eνn ≃ eθn + δne

′
θn

(2)où e′θn est le gradient de ν 7→ eν en θn. Après ette approximation, le modèle (1) prend une forme bilinéaire :
x =

N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
. (3)Notons que l'étude d'un modèle parimonieux perturbé a été réemment réalisée dans [1℄ en optimisant un ritèrede type moindres arrés totaux (total least squares) pénalisé par un terme ℓ1. Notre approhe di�ère par les points



suivants : (i) elle est basée sur l'emploi d'une pénalisation ℓ0, (ii) les erreurs (δn)1≤n≤N sont supposées telles que
(∀n ∈ {1, . . . , N}) |δn| ≤ ∆n, (4)les bornes (∆n)1≤n≤N ∈ [0,+∞[N étant �xées au préalable, (iii) un terme de �délité quelonque peut être employépourvu qu'il soit de gradient Lipshitzien.2 Méthode proposéeFormulation variationnelle. A�n d'identi�er le modèle parimonieux perturbé, nous proposons de résoudre leproblème d'optimisation suivant :

minimiser
c=(cn)1≤n≤N∈C

N

δ=(δn)1≤n≤N∈B

Φ
( N∑

n=1

(
cneθn + cnδne

′
θn

)
− y

)
+ λℓ0(c) +

ǫ

2
‖c‖2 (5)où B est le pavé de RN dé�ni par [−∆1,∆1]×· · ·× [−∆N ,∆N ], Φ: CQ → R est le terme de �délité aux données souventlié à l'anti-log-vraisemblane du bruit entâhant les observations, λ ∈]0,+∞[ est un paramètre de régularisation servantà imposer la �sparsité� de la représentation et ǫ ∈ [0,+∞[. Le dernier terme joue un r�le similaire à elui d'unepénalisation élastique [2℄.Dans la suite, on introduit les matries E = [eθ1 . . . eθN ] ∈ CQ×N , E′ = [e′θ1 . . . e

′
θN

] ∈ CQ×N et l'on dé�nit, pour tout
n ∈ {1, . . . , N}, la fontion

(∀(cn, dn) ∈ C
2) ψn(cn, dn) = λχ{0}(cn) + ιSn

(cn, dn) +
ǫ

2
|cn|

2, (6)où ιSn
est la fontion indiatrie du �ne fermé Sn = {(cn, dn) ∈ C2 | ∃δn ∈ [−∆n,∆n], dn = δncn}. On peut alorsreformuler le problème (5) omme elui de la minimisation de la fontion

(c, d) =
(
(cn)1≤n≤N , (dn)1≤n≤N

)
7→ Φ

(
[E E′]

[
c
d

]
− y

)
+

N∑

n=1

ψn(cn, dn). (7)Algorithme. Si l'on fait l'hypothèse que la fontion Φ est di�érentiable, on peut apporter une solution numérique auproblème (5) en employant l'algorithme expliite-impliite suivant :
(c(0), d(0)) ∈ (CN )2

(γ, γ) ∈]0,+∞[2Pour k = 0, 1, . . .

γ(k) ∈ (γ, γ)

D(k) = ∇Φ
(
[E E′]

[
c(k)

d(k)

]
− y

)

(c̃
(k)
n )1≤n≤N = c(k) − γ(k)EHD(k)

(d̃
(k)
n )1≤n≤N = d(k) − γ(k)(E′)HD(k)

(c
(k+1)
n , d

(k+1)
n )1≤n≤N =

(
proxγ(k)ψn

(c̃
(k)
n , d̃

(k)
n )

)
1≤n≤N

.

(8)
Remarquons que, pour mettre en ÷uvre et algorithme, il est néessaire de aluler les opérateurs proximaux [3℄ desfontions (ψn)1≤n≤N . Ces fontions sont non onvexes, mais on peut montrer que leurs opérateurs proximaux prennentune forme relativement simple. Il est intéressant de souligner que, dans le as partiulier où Φ est un ritère de moindresarrés, ∆n ≡ 0 et ǫ = 0, l'algorithme se réduit à un seuillage dur itératif.Théorème de onvergene. Le problème d'optimisation onsidéré étant non onvexe, la onvergene de l'algorithmeexpliite-impliite n'est pas évidente. En utilisant des résultats réents d'analyse non lisse pour les fontions à valeursréelles [4℄, nous avons ependant été en mesure de montrer la propriété suivante :Proposition 2.1. Si Φ est une fontion semi-algébrique de gradient L-Lipshitzien ave L ∈]0,+∞[ et si les bornes γet γ sur le pas de l'algorithme sont hoisies telles que

0 < γ ≤ γ < L−1(‖E‖2 + ‖E′‖2)−1, (9)alors toute suite (c(k), d(k))k∈N générée par l'algorithme (8) onverge vers un point ritique de la fontion (7).Par ailleurs, nous avons pu établir que, si Φ est onvexe, tout point ritique de la fontion (7) est, sous une onditionpeu restritive, minimiseur loal de ette fontion.
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Figure 1 � Estimation de 6 isoïdes (RSB = 23.27 dB) : à gauhe, amplitudes (|cn|)1≤n≤N ; à droite, perturbations
(δn)1≤n≤N en fontion des pulsations (θn)1≤n≤N sur la grille. Les valeurs exates sont représentées par des erles bleuset les estimées ave leur intervalle de on�ane en rouge (la moyenne est indiquée par une roix).3 Appliation à l'analyse spetraleA�n d'illustrer le bon omportement de la méthode proposée, nous onsidérons un problème d'estimation spetraleparimonieuse [5℄. Nous proposons ii une alternative aux méthodes de ra�nement de grilles de reherhe [6, 7℄. Pluspréisément, nous disposons de Q = 50 observations d'un signal à valeurs omplexes orrespondant à la somme de6 isoïdes bruitées, éhantillonnées irrégulièrement à des instants (τq)1≤q≤Q hoisis de manière aléatoire sur [0, Q].Les observations disrètes ont été dégradées par l'addition d'un bruit blan gaussien omplexe irulaire, entré et devariane σ2. Le ditionnaire employé omporte N = 500 isoïdes dont les pulsations sont régulièrement éhantillonnéessur [0, 2π]. On a ainsi : (∀ν ∈ R) eν =

(
exp(ıντq)

)
1≤q≤Q

et (∀n ∈ {1, . . . , N}) (θn,∆n) = (2π(n− 1)/N, π/N).Dans les as traités, les pulsations (νn)1≤n≤N des omposantes parimonieuses n'appartiennent pas à la grille dereherhe. La �gure 1, résultat d'une étude de Monte Carlo menée sur 100 réalisations, présente un exemple typiquedes estimations obtenues. Notre approhe onduit à des gains substantiels par rapport à l'utilisation d'une stratégiebasée sur la simple minimisation d'un oût ℓ1 ainsi que sur l'emploi diret d'un algorithme de seuillage dur itératif.Notons que les résultats de la minimisation ℓ1 servent d'initialisation à notre algorithme. Par ailleurs, le paramètre derégularisation λ est hoisi de manière automatique.Référenes[1℄ H. Zhu, G. Leus et G. B. Giannakis, � Sparsity-ognizant total least-squares for perturbed ompressive sampling �,IEEE Trans. Signal Proess., vol. 59, n◦5, pp. 2002�2016, Mai 2011.[2℄ H. Zou et T. Hastie, � Regularization and variable seletion via the elasti net �, J. R. Statist. So. A, vol. 67, n◦2,pp. 301�320, 2005.[3℄ P. L. Combettes et J.-C. Pesquet, � Proximal splitting methods in signal proessing �, in Fixed-Point Algorithmsfor Inverse Problems in Siene and Engineering, H. H. Baushke, R. S. Burahik, P. L. Combettes, V. Elser, D. R.Luke et H. Wolkowiz, Eds., pp. 185�212. Springer-Verlag, New York, 2011.[4℄ H. Attouh, J. Bolte et B. F. Svaiter, � Convergene of desent methods for semi-algebrai and tame problems :proximal algorithms, forward bakward splitting, and regularized Gauss-Seidel methods �, Math. Prog., vol. 137,n◦1-2, pp. 1�39, Fév. 2013.[5℄ S. Bourguignon, H. Carfantan et J. Idier, � A sparsity-based method for the estimation of spetral lines fromirregularly sampled data �, IEEE J. Sel. Topis Signal Proess., vol. 1, n◦4, pp. 575�585, Dé. 2007.[6℄ S. Sahnoun, E. H. Djermoune, C. Soussen et D. Brie, � Sparse multidimensional modal analysis using a multigridditionary re�nement �, EURASIP J. Adv. Sig. Pro., vol. 60, Mar. 2012.[7℄ P. Stoia et P. Babu, � Sparse estimation of spetral lines : Grid seletion problems and their solutions �, IEEETrans. Signal Proess., vol. 60, n◦2, pp. 962�967, Fév. 2012.


