Reconstruction d’'un spectre RMN 2D par maximum d’entropie
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Theme —Probkmes inverses, restauration et reconstruction, biérige et sciences de la vie
Probleme traité —Estimation d’un spectre de cétationT; — T, en esonance magtique nuckaire 2D.

Originalit & —Exploitation de la structure du prashe de RMN 2D permettant &Viter les approximations prop@ss ecemment par Van-
kataramanarmt coll.. Proposition d'une rethode de reconstruction fobels sur le maximum d’entropie, et comparaison de deux algorithmes
d’'optimisation eédies, I'un correspondarit une modification de I'algorithme classiqué a Skilling et Bryan ; I'autrea un algorithme de
gradient conjugé non lireaire dont letape de recherche de pas tient compte du terme d’entropie.

Résultats —Application originale de la @thode du maximum d’entropéela reconstruction 2D en RMN. Traitement de deesi synthtiques
et reelles issues de I'analyse de produits agro-alimentaires.

1 Introduction

La spectroscopie paésonance ma@tique nuckaire (RMN) est utiliée dans le domaine agro-alimentaire poétedminer
la composition (teneur en eau ou neéaé grasse) et aedera des informations structurales aéghelles microscopique ou
moléculaire. D’une facon &érale, les mesures sont bas sur la&alisation d’enregistrements des temps de relaxafipret
T, de facon inépendante. Des travaux orérdontés que la mesure co@d de ces paragires permettait un accroissement de la
robustesse du calcul mais aussi une miséwddence de couplages enffe et T» aidant notablemerdt leur interpetation [1, 2].
Toutefois la ealisation de mesures coépk implique de disposer d'unecthode de traitement des spectaesdimensions. Cet
article pésente une gthode base sur le Maximum d’Entropie pour I'estimation d’'un spedescorglation 2D. Le signal meséar
depench la fois de la duget; correspondant au temps laésau spin pouévoluer vers sa position &juilibre (relaxatiorf}) et de
l'instantt, d’enregistrement de I'amplitude deeEho RMNat; fixé. Le moale d'observation [2] relie ce signal RMN 2D, ot
Y (t1,t2), & la distribution des populations de raoules en fonction des temps de relaxafloret 7z, no€eS (71, T»). Ces temps
de relaxation caraétisent la dynamique des néalules en fonction dg ett, respectivement. Ce métk s’exprime par :

Y (b, t) = / ka(t1, T0) S(T1, To) ka(ta, To) Ty dTs + E(tr, 1) )
avec des noyauk, (1, T) = 1 —e~ /Tt etky(to, To) = e~ /"2, Le bruit de mesurd(t,, t,), est suppdsi.i.d. gaussien cerér
Apres discetisation, le modle sécrit sous la forme matricielle :

Y =K,SK; +E K, e RN K, e RNy e R™MXm2 6 ¢ RNV )

ou my, mo repesentent le nombre de points de mesuré, ety et N1, N la taille de la grilleT;, Ts.
L'objectif du traitement est d’estimer le specifea partir deY en utilisant le modle (2) et sous la contraint® > 0 (au
sens O tous le€léments deS' sont non-ggatifs). Ce proliime de reconstruction esjuivalent une inversion nuarique d’'une



transfornée de Laplace 2D, qui eses instable en raison du mauvais conditionnement des mskic et K5 [2]. Afin d’obtenir
une solution egularige, les nethodes existantes minimisent classiquement uarerif’acdtquation aux dorégesC(S) augmenré
d’'un terme de pnalisationR(.S), sous contrainte de positigit

in L(S) = C(S) + BR(S). (3)
Le bruitétant suppasgaussien;'(S) est un criere de moindres casC/(S) = 3||Y — K1 SK}||% ou .|| » repesente la norme

de Frobenius. Comme le spectre RMN 2D correspanahe distribution de populations de raoliles, une @nalisation de type
maximum d’entropie [3] nous pditeadapée. Une réthode de reconstruction fole sur le maximum d’entropie a d’ailleuete
précedemment propée en RMN 1D [4].

Une autre difficué concerne la dimension du prébie. En effet, les gthodes existantes reguént la &écriture du modle
direct sous la forme [2, 5] :

y=Ks+e, y=vect(Y), s=vect(S), e=vect(E), K =K; ® K> 4

en notantvect la transformation matrice-vecteur dans I'ordre lexicpinigue et® le produit de Kronecker. 8anmoins, ces
méthodes ne sont plus applicablessdors que la taille du probie augmente. En effet, une configuration typique en RMN est
m1 = 50, me = 10000 et N; x N, = 200 x 200, ce qui conduita une matricekl de 2.10'° élements. Pour contourner ce
probleme, [2] applique une&tomposition SVD trondee aux matriced; et K> pour eduire la taille de la matric&’. Or cette
troncature est source de perte d'informations et peegviteée. En effet, Bvaluation du gradient et du hessien dugsstpeugtre
réalige avec une complegitéduite en tirant profit de la structure de la matt€e comme indigé en fin de section 2.

2 Reésolution du probleme d’optimisation

M éthode de Bryan et Skilling. La méthode propdse par Skilling et Bryan [6] se fonde sur une approximatioad1|atique du
critere dans un sous-espabge de dimension engende a chaque #&rationk par Dy, = [dg) . dg')]. Les vecteursigj) sont

définis pardg) = ¢r(VL(sy)) etparla écursiond}cj“) = gbk(VQL(sk)d,(f)),j > 1, ¢y, étant une fonction &chelle prenant en
compte la positivié. L'équation de misa jour des est alors donge par :
Sk41 = Sk + Z&,ﬁ”d,(f) = s + Di&; (®)
j=1

Lesf,(j) résultent de la minimisation d’une approximation quadregidu criere L(s) au pointsy. lls sont solutions de
(D V2L(sy)Dy) &, = —DVL(sy). (6)

Cet algorithme peuktre vu comme un algorithme de descesite; = s, + «xdy dans lequel la direction eéf, = D€, et
le pasqay, est fixe a 1. Cependant, le choix d’un pas unitaire ne garantit pagtaaissance du céte, ni néme le respect de la
contrainte de positivit. En pratique, si I'application de (5) fournit des compdsamegatives, elles sont rempke&s par une petite
valeur positives, mais la @croissance du céte n’est pas non plus respeed l'issue de cette @gation.

La variante que nous proposons diff de celle de Skilling et Bryan sous deux aspects. D’'ung partest portant sur la
décroissance du céte est effectd, et une valeur de pas assurant éagmissance est ad@gt dans la direction, si ce test est
négatif ; la formule de pas utilee est issue de travaugaents @étailles dans [7]. D’autre part, nous siggns de 8lectionnera
chaque iération la valeur de la plus favorable en terme déctoissance du céte, plubt que de fixer a une valeur constante.
En effet, nous avons constajue le comportement et I'efficagitle la néthode de Skilling et Bryangpendait de facon critique
du choix der, et qu'il était difficile d’anticiper le meilleur choix. D’autre parft straégie que nous proposons n’efitra pas
d’augmentation du da de calcul par #ration,a condition de tirer parti de I'emii@ment des matrices normales des &ygts
linéaires (6} inverser quand varie.

M éthode du gradient conjugle non-linéaire. D’apres [8, p. 1022], la convergence mathatique de I'approche de Skilling et
Bryan restea prouver. Pour cette raison, nous proposons une autrddatftalgorithmes construits sur une basédtique plus
solide, et plus spcifiguement un algorithme de gradient conjagwn-lirgaire, utilisant une direction de descente dmnpar :

d; = —cpsign(gicr) avec cp = —gr + Bedi_1 @)

ou (3, est le coefficient de conjugaison. La mieour s,+; = s; + axdy nécessite la recherche d'un pag s'approchant du
minimiseur de la fonction scalaiféa) = L(sy +ady). Dans le cas du maximum d’entropiéq) (ou I'oppo% de sa érivee) tend



vers l'infini lorsquea se rapproche da, plus petite valeur du pas pour laquelle une composante ctewss;, + ad, s'annule.
Or la pesence de cette bagre nuita I'efficacite des nethodes classiques de recherche de pas, telles que leaukikdy, la
dichotomie et I'interpolation cubique. C’est pourquoi B@vons appligeiune stratgie de pas for&k sur la tBorie des algorithmes
Maximisation-Minimisation (MM) [9, 10]. Dans le cas d’unatbiere logarithmique, la minimisation d’'une fonction majamade
la forme :

hi(a0) = £e') + (a — a)i(a') + Zmila — ')+ [(@ — ') log (2 j‘;/) ~ata] ®)

estétudiee dans [7]. Leséasultats assurent la convergence de I'algorithme GCNLIlaesslution de (3) dans le cas de I'entropie
de Burg, pour diferentes formes de conjugaisons.

Mise en ceuvre. Les algorithmes propés peuvenétre appligésa la reconstruction d’'un spectre RMN 2D sanséduction
de dimension sudggée par [2]. En effeta I'aide d’'operations matricielles neéeessitant pas la matrid€, le gradient du crére
d’'adéequation aux dorges et le produit hessien-vecteur s’expriment par :

VC(s) = vect(—K}(Y — K1SKY)K,) et V2C(s) v = vect( KI K| VK K>) 9
ou V est la transformation vecteur-matricedle

3 Reésultats exg@rimentaux

Des tests @liminaires sur des doies synthtiques nous ont permis de valider leétirodes d’optimisation propess. Nous
avons ensuite appliguces deux rethodes pour estimer des spectres deétationT; — 7> des moécules d’eau d'u@chantillon
de tissu egetal. Les mesures oite effectees pourn; = 50, mo = 10000 et la reconstruction até réalisee pourN; = 200,

N, = 200. L'algorithme de Bryan et Skilling est utiisavec pour @nalisation I'entropie de Shannon. Pour I'algorithme GCNL
nous avons retenu I'entropie de Burg car les conditions deargenceenon&es dans [7] ne sont pas resgest dans le cas de
I'entropie de Shannon. En choisissant correctement lesgdres deé&gularisation, les deux spectres obtenus séstdimilaires.

L'analyse du comportement des algorithmeseam plusieurs conclusions. D’'une part, la variante deditigme de Skilling
et Bryan est aussi rapide que la formulation classique dan®ision la plus rapide (c’estdire optimige empiriquement en
fonction der). De plus, elle permet d'assurer laatoissance du céte, donc un comportement plégulier, ce qui faciliterait une
analyse matbmatique. En comparaison, I'algorithme GCNL est sensiblgrplus lent, environ d’un facteur troisésinmoins, le
potentiel d’acélération reste important, sans pour autant remettre en tanséyse tleorique de convergence. En particulier, un
algorithme de type L-BFGS serait utilisable d’api{7]. De plus, I'utilisation d’'un @rconditionneur exploitant la structure de la
matrice K = K; ® K, est sans doute un point cruciatant don@ le mauvais conditionnement du preirle. Nous poursuivons
actuellement nos travaux dans cette direction.

References

[1] A. E. English, K. P. Whittall, M. L. G. Joy et R. M. Henkelmar, Quantitative two-dimensional time correlation relaxometryMagn.
Reson. Medvol. 22, pp. 425-434, 1991.

[2] Y. Q. Song, L. Venkataramanan, M. D.UHimann, M. Flaum, P. Frulla et C. Straleg T1-T2 correlation spectra obtained using a fast
two-dimensional Laplace inversion J. Magn. Reson.vol. 154, pp. 261-268, 2002.

[3] A. Mohammad-Djafari et G. Demoment, Maximum entropy image reconstruction in X-ray and diffraction tomolgyap IEEE Trans.
Medical Imaging vol. 7, 4, pp. 345-354, 1988.

[4] F. Mariette, J. P. Guillement, C. Tellier et P. MarchalContinuous relaxation time distribution decomposition by MEMSignal Treat.
and Signal Anal. in NMRpp. 218-234, 1996.

[5] L. Venkataramanan, Y. Q. Song et M. DilHimann, « Solving Fredholm integrals of the first kind with tensor product structuzand
2.5 dimensions, IEEE Trans. Signal Processinygol. 50, 1?5, pp. 1017-1026, 2002.

[6] J. Skilling et R. K. Bryan,« Maximum entropy image reconstruction : General algorithriMonth. Not. Roy. Astr. Sqazol. 211, pp. 111—
124, 1984.

[7] E. Chouzenoux, S. Moussaoui et J. IdierA new line search method for barrier functions with strong convergprmgertiesy, Rapport
interne, IRCCyN, 200t t p: // hal . ar chi ves- ouvertes. fr/ | RCCYN- ADTSI .

[8] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling et B. P. Flannedgmerical Recipes : The Art of Scientific Computil@ambridge Univ.
Press, New York, 8me edition, 1992.

[9] D. R. Hunter et K. Lange A tutorial on MM algorithms», Amer. Statist.vol. 58, 11, pp. 30-37,&v. 2004.

[10] C. Labat et J. Idiery Convergence of conjugate gradient methods with a closed-form stefpsimula», J. Optim. Theory Applvol. 136,
n°1, pp. 43-60, jan. 2008.



