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Résumé —Dans ce travail nous abordons le probleme de I'estimation, en préderioaiit, d’'un signal a valeurs complexes admettant une
représentation parcimonieuse dans une famille paramétrique de wettetiies parameétres sont connus de maniére imprécise. Nouddosmu

ce probleme d’estimation comme celui de la minimisation d'une fonction @iermmn convexe sous contraintes non convexes. Un algorithme de
type explicite-implicite {forward-backwardl permet d’apporter une solution numérique a ce probléme d’optimisatéomise en ceuvre de cet
algorithme nécessite le calcul d’un opérateur proximal dont nousahenia forme exacte. Nous montrons que la méthode proposée peut étre
vue comme une généralisation d'une technique de seuillage dur itératitilSant des résultats récents d'analyse non lisse, nous étudions la
convergence de l'algorithme d’optimisation employé. Par ailleurs, nowgritins le bon comportement numérique de I'approche proposée sur
des exemples d’analyse spectrale parcimonieuse.

Abstract — In this paper, we address the problem of estimating a complex-valueal signmupted with noise. This signal is assumed to
have a sparse representation in an uncountable family of vectors thmetars of which are known in an imprecise manner. The problem is
formulated as the minimization of a nonconvex function subject to nomcocwnstraints. A forward-backward algorithm is employed to solve
the corresponding numerical optimization problem. Implementing this ithgorequires the calculus of a proximal operator whose closed-
form expression is provided. In addition, this paper shows that theopeapmethod can be considered as a generalization of an iterative hard
thresholding algorithm. The algorithm convergence is also studied usiegtreonsmooth analysis results. Simulation results illustrate the good
practical performance of the proposed approach when applied ¢trajpestimation.

1 Introduction ol 6, € R est une valeur fixée &, € R est une erreur in-
connue qui doit étre estimée. Sous les hypotheses que les per
Dans ce travail, nous nous intéressons au probléeme classiqtuibations(d,, )1 << sont petites et que la fonction— ¢, est

de I'estimation d’'un signat € C a partir d’observations : différentiable, un développement de Taylor au premiererdr
_ conduit a
y=T+w (1) _
(Vne{l,...,N}) €w, =~ e, +Oney, 4)

olw € C% est une réalisation d’'un bruit aléatoire. On SUPPOSGy(y ¢/ est le gradlent de > e, end,. Aprés cette approxi-
gue ce signal admet une représentation parcimonieuse dans Ll'nat|0n le modeéle (2) prend une forme bilinéaire :

famille & = {e, | v € R} de vecteurs d&€¥ paramétrés N
par une vanatg!e ;calame € R. Plus précisément, le signal 7= Z (Enco,, + Tndne ). (5)
T € C¥ peut s'écrire sous la forme =
Une approche similaire a été proposée dans [7] pour décom-
T = ZEWW (2)  poser un signal sous forme de versions translatées d'étémen

d’un dictionnaire. Cependant, I'approcheconsidérée était li-
mitée aux signaux a valeurs réelles. L'étude d’un modéle par
cimonieux perturbé a été également effectuée dans [10]-€n op
timisant un critére de type moindres carrés totaoxa( least

square$ pénalisé par un term@. Notre approche differe par

s points suivants :
— elle est basée sur I'emploi d’'une pénalisatign
— les erreurﬁn)lgng\; sont supposeées telles que

Up =0, + 6y 3) (Yne{l,....,N}) |6, <A, (6)

ou{ey, | 1 < n < N} est un sous-ensemble fini de un
grand nombre de composantes du vectewr (¢,)i1<n<n €
CN étant supposées nulles [4].

L'originalité de ce travail est de se placer dans le cas ou |
parametres$v,,)1<,<n SONt connus de maniére imprécise,
ils sont tels que, pour tout € {1,..., N},



les bornegA,,)1<n<y € [0, +oo[" étant fixées au préa- Algorithme 1 (algorithme explicite-implicite)

lable,
— un terme de fidélité quelconque peut étre employé pourvu(c®, d®) € (CV)?
qu'il soit de gradient lipschitzien. (7,7) €]0, +oof?
Larticle est organisé comme suit : la section 2 présentédad Pour £ =0,1,...
marche d’optimisation proposée et décrit I'algorithmel exie- (k) €], 7l
implicite employé. Ensuite, la section 3 illustre I'aplimlité D) — VCI)([E I k) B )
de cet algorithme a travers un ensemble de résultats engestim d®) y
tion spectrale. Une conclusion est apportée dans la settion (5§f>)1<n<N = (k) — ~(K) pH (k)
(A2 ) 12nen = d®) —®)(B)H D)
(Cglk-i-l),d%k-ﬁ-l))

o k
1<n<N = (Pfoxwwn(cn » On ))1§n§N'

2 Méthode proposée

2.1 Formulation variationnelle.

La mise en ceuvre de I'algorithme 1 nécessite le calcul des
opérateurs proximaux [6] des fonctiofis,, )1 <, <. Ces fonc-
tions sont non convexes, mais on peut montrer que leurs opé-

Afin d’identifier le modéle parcimonieux perturbé, nous pro-
posons de résoudre le probléeme d’optimisation suivant :

N rateurs proximaux prennent la forme relativement simple su
minimiser N @(Z (cnegn + cnénegﬂ) - y) vante :
C=(Cn)1§n,§NE(C n— )
§=(6n)1<n<NEB ! (Vn € {1,...,N}) (V(cn,dn) € C?) (Vv €]0, +00[)

+Aeo(c>+§||c||2 @) Prox,y, (¢n,dn)

; Oncn—dn|?+2vX (1+ye+d2
(0,0) Si|cn|? + [dn |2 < 122€ ‘Hg%( yeton)

ou B estle pavé d&” définiparl—Ay, Ay]x---x[-An, Ax],
®: C2 — R est le terme de fidélité aux données souvent li&= § ¢, + 3,,d,,

a l'anti-log-vraisemblance du bruit entachant les obs@mna, m
A €]0, +o0[ est un paramétre de régularisation servant & impo- "
ser la “sparsité” de la représentatiore et [0, +oc[. Le dernier ~ oU, pourRe(c,.d;,) # 0,

(1,3,1) sinon,

terme joue un réle similaire a celui d’'une pénalisation €las 9 9
. < n 1 dn — |En . *
tique [11]. Op = min{n al QTRZZ| ) lon] ;An} sign (Re(cndy,))
Dans la suite, on introduit les matricés= [ey, ... e, ] € nen
CON E" = le, ...ep ] € C*N, etl'on définit, pour tout 2 2
L L} L . 2 _ . 2 *
ne{l,...,N}et(c,,d,) € C2, lafonction ety = \/((1 )l = leal?)” + 4L + 7e) (Re(end;)) "

€, 1o Il est intéressant de remarquer que, dans le cas particulier
Un(Cns dn) = Axqoy(cn) + ts, (Cnsdn) + §|Cn| » (8 o0 ® est un critere de moindres carrés,, = 0 ete = 0,

oliLs, est la fonction indicatrice du cone fermé I'algorithme se réduit a un seuillage dur itératif [2].

Sn=A(cnsdn) € C* | 30 € [=An, Anlidn = dncn}. ) 23 Théoréme de convergence.
On peut alors reformuler le probléme (7) comme celui de la

T . Le probléme d’optimisation considéré étant non convexe, la
minimisation de la fonction

convergence de I'algorithme explicite-implicite n’estspévi-
¢ N dente. En utilisant des résultats récents d’analyse nea fisur
(c,d) — ‘I’([E E'] M - y) + Z Yn(cn, dn). (10)  |esfonctions a valeurs réelles [1], on peut cependant dé&eron
n=1 la propriété suivante :

2.2 Algorithme proposé. Proposition 2.1. Si® est une fonction semi-algébrique de gra-

) ) . ) . ] dient L-lipschitzien aved. €]0, +oc], si les bornesgy et sur
Si I'on fait I'hypothese que la fonctios est différentiable, o pas de l'algorithme sont choisies telles que

on peut apporter une solution numérique au probleme (7) en

employant I'algorithme 1. 0<y<y<L'IEIP+IEH, (12)
Soit # un espace de Hilbert de dimension finie. Nous rap- = . k) k) . ,

pelons que l'opérateur proximal d'une fonctign # —] — €t Sie > 0, alors toute suitc'™), d'™)ren générée par l'al-

50, +00] propre, semi-continue inférieurement telle quip > gorithmel converge vers un point critique de la foncti(i0).

—0o0, est defini par Rappelons qu’une fonction d&? versR est semi-algébrique

si son graphe est une union d’'un nombre fini d’ensembles défi-

1 )
(Vu € H) prox,, (u) € arg min 5““ —ollf (). (A1) g par un nombre fini d’inégalités polynomiales (en lesipart

eH



reélles etimaginaires de ses variables). Par aillglr§,(resp.  TapLE 1 — Valeurs de I'erreur quadratique calculées pour 100

|IE'||) désigne la norme spectrale de la matd¢éesp.E’). réalisations (4 cisoides).
Par ailleurs, nous avons pu établir quepsst convexe, tout
point critique de la fonction (10) est, sous une condition pe [ RSB(B)]| 41 [ 4 [ Méthode proposéd
restrictive, minimiseur local de cette fonction. 14.82 0.452 | 0.224 0.043
19.82 0.445 | 0.206 0.024
; ; A 24.82 0.443 | 0.198 0.013
3 Application a I'analyse spectrale 5072 | 0.442 | 0.201 0.007

Afin d'illustrer le bon comportement de la méthode propo-
sée, nous considérons un probleme d’estimation spectale p _ ) 3
cimonieuse [3]. Nous proposons ici une alternative aux me- A fitré de comparaison, nous donnons également les valeurs
thodes de raffinement de grilles de recherche [8, 9]. Nousieon d’erreur correspondant a l'utilisation de codiiset ¢y. Notre

dérons un signal analogique a valeurs complexes exprimé corgPProche conduit a des gains substantiels par rapporiléseeit
tion d’'une stratégie basée sur la simple minimisation diit c

me suit : o - . .
N £y ainsi que sur I'emploi direct d’'un algorithme de seuillage d
_ _ itératif. Notons que la minimisatiofy correspond plus préci-
vVt e R t) = t 13 . N . . s .
(vt €R) s(t) nz::l Cn eXp(nt) (13) sément a la résolution du probléme suivant :
0l (7p)1<n<n € [0,27[N sont des fréquences angulaires dis- minimiser £;(c) (18)

. - . . ce S’
tinctes etc,, )1<»<n SOnt des amplitudes complexes inconnues ¢

supposées parcimonieuses. Ce signal est perturbé paritin b S’ = {c € CV | ||Ec — y||?> < Qo?}. Les résultats de cette
additif v. Le signal observé s’écrit ainsi minimisation servent d'initialisation a notre algorithme
(V¢ €R) 2(t) = s(t) + v(b). (14) Un glgorithme prima!—dual proxir.n\al [5] .est mis en ceuvre
pour résoudre ce probléme de maniére efficace. Par ailleurs,
Nous disposons d€ observations de échantillonnées irré- paramétre de régularisationest choisi de maniére automa-
gulierement a des instants,):<,<q choisis de maniére aléa- tique, par une approche dichotomique.
toire sur[0, Q]. Cela conduit au modele (1)-(2) en posant Les résultats présentés sur les figures 1(a) et (b) (resp. 1(c
(Z(Tq)>1§q§Q etw = (U(Tq))lquQ- Le vecteurw est sup- et (d)) permettent d’évaluer la qualité des estimation&jtyg-
posé gaussien complexe circulaire, centré et de matrice-de ament obtenues lors de l'identification de 4 (resp. 6) cismide
varianceo?I .
Le dictionnaire est constitué de cisoides définies par .
4 Conclusion

(Vv € R) ey = (eXp(WTq))1gqgQ (15)
et nous avons donc Dans cet article, nous avons proposé une approche variation
, nelle pour I'estimation de signaux parcimonieux. L origiité
(weR) e, =(mexpwn)),,co-  (16)  dumodele considéré réside dans le fait que les élémentsdu di
Une approche classique dans ce contexte est d’échantilloionnaire sont paramétrés par une variable réelle vartmti-c
ner uniformément le domaine fréquentiel : nuement.

Un algorithme itératif proximal dont nous avons étudié les

—1 S .
(Yne{l,...,N}) 0, = 27rnN (17) propriétés de convergence locale nous permet de résoudre le
] probléme non convexe associé. Il convient de noter qu'dn I'a
En prenant, pourtout € {1,..., N}, A, = 7/N, laméthode sence de perturbations, I'algorithme proposé se réduitai-un
proposéee permet de prendre en compte des pulsations qui §rithme de seuillage dur itératif.
sont pas multiples der /N. Les résultats de simulation obtenus dans un contexte d’esti

cas d'un signal complexecorrespondant a la somme de 4 ci- gchantillonnées de fagon aléatoire, nous ont permis diéval
soides. Le dictionnaire employé est composé\de- 500 ¢i- |3 qualité des estimations produites.

soides de pulsations régulierement échantillonnées sur

[0,27]. Notons que les pulsations des composantes parcimo-

nieuses de n’appartiennent pas a la grille de recherche. NouRéférences

présentons dans le tableau 1 I'erreur quadratique noréeadis

signal estimé avec l'algorithme 1, lorsqdeest le carré de la  [1] H. Attouch, J. Bolte, and B. F. Svaiter. Convergence of
norme euclidienne. Les valeurs présentées sont des mayenne descent methods for semi-algebraic and tame problems :
obtenues par une étude de Monte Carlo menée sur 100 réali- proximal algorithms, forward backward splitting, and re-
sations et pour différentes valeurs du rapport signal suit br gularized Gauss-Seidel methodsviath. Prog, 137(1-
(RSB). 2) :1-39, Fév. 2013.
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FIGURE 1 — Estimation dé cisoides pour un RSB .82 dB (a)-(b) et des cisoides pour un RSB 23.27 dB (c)-(d) : amplitudes
(len))1<n<n (@)-(c), perturbationss,, )1 << €n fonction des pulsatiort$,, )1 << sur la grille (b)-(d). Les valeurs exactes sont
représentées par des cercles bleus et les estimées avietddewalle de confiance en rouge.
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