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Résumé –Les développements récents en imagerie et en analyse de données se sont accompagnés d’un besoin accru en méthodes rapides pour
la résolution de problèmes d’optimisation convexe de très grande dimension. Ces dernières années, un engouement particulièrement vif a été
suscité par les approches de type primales-duales, se démarquant par leur simplicité et leur flexibilité. Cet article tutoriel se propose de donner
au lecteur une vue d’ensemble de ces méthodes, de leurs conditions d’applications, de convergence, et de leur potentiel d’accélération via des
stratégies stochastiques par blocs.

Abstract – Recent developments in imaging and data analysis techniques came along with an increasing need for fast convex optimization
methods for solving large scale problems. In the last years, primal-dual approaches have raised a strong enthusiasm, because of their simplicity
of use and their flexibility. This tutorial paper provides an overview of these algorithms, their applicability conditions, their convergence, and
their potential acceleration using stochastic block coordinate strategies.

1 Introduction

De nombreux champs d’application, tels que le traitement
d’images, la vision par ordinateur et l’apprentissage, requièrent
la conception de stratégies efficaces pour la résolution de pro-
blèmes d’optimisation convexe formulés de la manière suivante :

trouverx̂ ∈ Argmin
x∈H

f(x) + h(x) + g(Lx), (1)

oùH etG sont des espaces hilbertiens réels,f, g, eth sont des
fonctions convexes définies respectivement surH, G et H, h
est de plus supposée de gradient Lipschitz, etL est un opéra-
teur linéaire borné deH versG. On autorisera les fonctions
f et g à prendre leurs valeurs dans] − ∞,+∞], de façon à
pouvoir modéliser des contraintes sur la solution recherchée.
Parmi les nombreuses approches disponibles pour résoudre (1),
les stratégies de type primales-duales se détachent, notamment
dans le cadre de résolution de problèmes de grande taille, de
par leur aptitude à éclater le critère initial en une somme de
termes plus simples qui peuvent être traités individuellement,
de façon parallèle, sans nécessiter l’inversion des opérateurs
linéaires pouvant apparaître dans le problème. Les termes dif-
férentiables peuvent être traités par des étapes de gradient et, si
des fonctions non lisses sont impliquées, par exemple lorsque
des contraintes ou des mesures de parcimonie interviennent,
leur opérateur proximal peut être employé. Cela conduit aux
algorithmes proximaux primaux-duaux dont cet article effec-
tue un tour d’horizon.

Tout d’abord, notons que les algorithmes proximaux primaux-
duaux existants peuvent être décomposés principalement en
trois classes :
• des méthodes basées sur l’algorithme explicite-implicite

[16, 31, 9, 29] : ces méthodes alternent à chaque itération
une étape de gradient et une étape proximale.

• des méthodes basées sur l’algorithme explicite-implicite-
explicite [7, 14, 5, 11] : en comparaison aux approches
précédentes, ces méthodes ajoutent une étape de gradient
supplémentaire à chaque itération. Ce sont cependant les
premières méthodes primales-duales qui ont été proposées
dans la littérature pour résoudre (1) en exploitant le cara-
tère lisse deh.

• des méthodes basées sur des projections [2] : il s’agit de la
classe la plus récente, dont le principal avantage, par com-
paraison aux autres méthodes, est de ne pas avoir besoin
de connaître la norme de l’opérateur linéaireL.

Ce tutoriel est centré sur la description de la première classe de
méthodes, peut être plus simple à appréhender, et sur laquelle
des développements récents ont été réalisés. Après avoir défini
nos notations en section 2, nous présenterons dans la section 3,
des algorithmes proximaux primaux-duaux parallèles où l’en-
semble des variables primales et duales est mis à jour à chaque
itération. Nous montrerons ensuite dans la section 4 comment
réduire le coût de calcul et de mémoire de ces méthodes, en
adoptant des stratégies d’alternance aléatoire par bloc.



2 Problèmes primaux-duaux

2.1 Problème de minimisation

Dans toute la suite de l’article, on supposera sans toujours
le rappeler explicitement que toutes les fonctions intervenant
sont convexes, semi-continues inférieurement et de domaine
non vide.

L’objectif est de trouver une solution du problème (1). Ce
problème faisant intervenir la composition d’une fonctionnon
lisse avec un opérateur linéaire peut être résolu en traitant à la
fois (1) et sa forme duale correspondante [25] :

trouverv̂ ∈ Argmin
v∈G

(f∗ � h∗)(−L∗v) + g∗(v). (2)

Dans le problème dual ci-dessus,h∗ : H →] −∞,+∞] dé-
signe la conjuguée (de Legendre-Fenchel) de la fonctionh qui
est définie par(∀x ∈ H) h∗(x) = supy∈H 〈y | x〉 − h(y). De
plus,� désigne l’infimale convolution définie parf∗ �h∗ : H →
[−∞,+∞] : x 7→ infy∈H (f∗(y) + h∗(x− y)). L’élément neutre
de l’infimale convolution est la fonction indicatrice de l’en-
semble{0}, notéeι{0}, où0 représente le vecteur nul deH :
f∗ � ι{0} = f∗.

Remarquons que les problèmes (1)-(2) peuvent être reformu-
lés de façon à obtenir un problème de recherche de point selle
du Lagrangien [3, Chap. 19] :

(x, v) 7→ h(x) + f(x) − g∗(v) + 〈Lx, v〉. (3)

Ainsi, en notant∂f et ∂g les sous-différentiels def et g, si le
couple(x̂, v̂) vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker

−L∗v̂ −∇h(x̂) ∈ ∂f(x̂) et Lx̂ ∈ ∂g∗(v̂), (4)

alors x̂ est une solution du problème primal (1),v̂ est une so-
lution du problème dual (2), et(x̂, v̂) est une solution du pro-
blème (3). L’objectif des algorithmes primaux-duaux est dere-
chercher un tel couple de vecteurs.

2.2 Formulation par bloc

Afin de pouvoir définir des algorithmes primaux-duaux per-
mettant de décomposer efficacement les variables par blocs,
nous allons préciser nos notations et hypothèses.

Soient(Hj)16j6p et(Gn)16n6q des espaces hilbertiens réels
séparables. ChoisissonsH = H1 ⊕ . . . ⊕ Hp et G = G1 ⊕
. . .⊕Gq où⊕ désigne la somme hilbertienne. Un élément deH

(resp.G) s’écrit ainsix = (x(j))16j6p (resp.v = (v(n))16n6q)
où (∀j ∈ {1, . . . , p}) x(j) ∈ Hj (resp.(∀n ∈ {1, . . . , q})
v(n) ∈ Gn).

Nous nous intéressons au problème (1) où, pour tout(x, v) ∈
H⊕ G,

f(x) =
∑p

j=1 fj(x
(j)), h(x) =

∑p

j=1 hj(x
(j)),

Lx =
(∑p

j=1 Ln,jx
(j)

)
16n6q

, g(v) =
∑q

n=1 fn(x
(n)).

D’autre part, dans la suite de cet article, nous supposerons
que (1) admet une solution et que les conditions de qualifica-

tion permettant d’appliquer le théorème de dualité de Fenchel-
Rockafellar sont satisfaites (c.f. [3, Chap. 15] et [25]). Ce théo-
rème nous assure de l’existence d’une solution au problème
dual (2) et de l’absence de saut de dualité,i.e.

f(x̂) + h(x̂) + g(Lx̂) = −
(
(f∗ � h∗)(−L∗v̂) + g∗(v̂)

)
. (5)

2.3 Notation supplémentaires

Dans la suite, nous noteronsS+(H) l’ensemble des opé-
rateurs linéaires auto-adjoints bornés fortement positifs deH
dansH (un élément deS+(H) est donc une matrice définie-
positive en dimension finie). SoitU ∈ S+(H), nous définis-
sons la norme pondérée parU comme‖ · ‖U =

√
〈· | U·〉.

L’opérateur proximal (relatif à la métrique induite parU) de
la fonction semi-continue inférieurement, convexe et de do-
maine non videf : H →] −∞,+∞] en un pointx ∈ H, noté
proxU,f(x), a été défini dans [27] comme étant l’unique mini-
miseur de la fonctionf + 1

2‖ · −x‖2U. Cet opérateur possède de
nombreuses propriétés intéressantes [3] et, en particulier, peut
être défini pour des fonctions non lisses.

3 Algorithmes primaux duaux

3.1 Méthodes de lagrangien augmenté

Comme indiqué dans [25], l’algorithme ADMM (Alterna-
ting Direction Method of Multipliers) [6, 21, 22] peut être vu
comme un algorithme primal-dual. Cette méthode permet de
résoudre les problèmes (1)-(2), lorsqueL∗L est un isomorphisme.
Remarquons que cet algorithme est équivalent à l’algorithme
de Douglas-Rachford [17, 13] lorsque ce dernier est appliqué
au problème dual (2).

Bien que cet algorithme soit beaucoup utilisé en traitement
du signal [23, 24, 19, 20, 1, 30], en pratique, il peut être diffi-
cile à mettre en œuvre. En effet, lorsque l’opérateurL est une
matrice de grande taille et/ou n’a pas une structure simple,le
calcul de chaque itérée peut se révéler coûteux. D’autre part,
la différentiabilité de la fonctionh n’est pas exploitée de façon
explicite dans cette méthode.

3.2 Algorithme explicite-implicite

Une autre méthode permettant de résoudre à la fois le pro-
blème primal (1) et le problème dual (2) est dérivée des tra-
vaux de [16, 31]. Ses itérées sont données dans l’algorithme1.
Remarquons que, contrairement à l’algorithme ADMM, ici la
matriceL n’a pas besoin de satisfaire de condition particulière.
D’autre part,ak, bk et ck représentent des termes d’erreurs
pouvant apparaitre respectivement lors des calculs des opéra-
teurs proximaux et du gradient à l’itérationk. Observons égale-
ment que, lorsqueg etL sont identiquement nulles, on retrouve
la forme de base de l’algorithme explicite-implicite.

Dans l’algorithme 1, lorsquep = 1, q = 1 et pour tout
k ∈ N, ε(1)k = ε

(2)
k = 1 on obtient l’algorithme décrit dans [16,



Algorithme 1 Algorithme primal-dual

Initialisation : Soit (x0,v0) à valeurs dansH ⊕ G. Pour
tout j ∈ {1, . . . , p}, soitWj ∈ S+(Hj), et, pour toutn ∈
{1, . . . , q}, soitUn ∈ S+(Gn).
Itérations :
Pourk = 0, 1, . . .

pourj = 1, . . . , p

y
(j)
k = ε

(j)
k

(
proxW−1

j
,fj

(
x
(j)
k −Wj(∇hj(x

(j)
k ) + c

(j)
k

+

q∑

n=1

L∗n,jv
(n)
k )

)
+ a

(j)
k

)
,

x
(j)
k+1 = x

(j)
k + λkε

(j)
k (y

(j)
k − x

(j)
k ),

pourn = 1, . . . , q

u
(n)
k = ε

(p+n)
k

(
proxU−1

n ,g∗n

(
v
(n)
k

+Un

p∑

j=1

Ln,j(2y
(j)
k − x

(j)
k )

)
+ b

(n)
k

)
,

v
(n)
k+1 = v

(n)
k + λkε

(p+n)
k (u

(n)
k − v

(n)
k ).

31]. La suite(xk,vk)k∈N générée par l’algorithme 1 converge
alors faiblement vers un couple de solutions(x̂, v̂) des pro-
blèmes (1)-(2), sous certaines conditions techniques. Parexemple,
si l’on suppose queW1 = τ Id , etU1 = σId , avec(τ, σ) ∈

]0,+∞[
2, il suffit que

(i) τ−1 − σ‖L‖2 > β/2, oùβ est la constante de Lipschitz
deh,

(ii) pour tout k ∈ N, λk ∈]0, λ[, où λ = 2 − β(τ−1 −
σ‖L‖2)−1/2 ∈ [1, 2[,

(iii)
∑

k∈N
λk(λ− λk) = +∞,

(iv)
∑

k∈N
λk‖ak‖ < +∞,

∑
k∈N

λk‖bk‖ < +∞, et∑
k∈N

λk‖ck‖ < +∞.

Des résultats de convergence complémentaires ont récemment
été obtenus dans [26].

Notons que le problème primal (1) et le problème dual (2)
sont symétriques. Ainsi, une alternative à l’algorithme 1,bé-
néficiant des mêmes propriétés de convergence que ce dernier,
est obtenue en intervertissant les variables primales et duales.
Cette méthode est décrite dans l’algorithme 2.

On peut remarquer que l’algorithme présenté dans [9, 29] est
un cas particulier de l’algorithme 1. En effet, lorsqueh ≡ 0,
et les termes d’erreurs(ak)k∈N, (bk)k∈N et (ck)k∈N sont tous
nuls, l’algorithme 1 se réduit à l’algorithme 3. Quandp = 1,
q = 1, ε(1)k ≡ ε

(2)
k ≡ 1, les conditions de convergence de cet al-

gorithme sont moins restrictives que celles vues précédemment
[16].

Par ailleurs, en utilisant le théorème de décomposition de
Moreau [3], en effectuant le changement de variable(∀k ∈ N)
pk = vk/σ puis en réarrangeant les mises à jours des variables,
on obtient alors l’algorithme présenté dans [8, 18].

Mentionnons enfin qu’une seconde classe d’algorithmes
primaux-duaux explicites-implicites a été proposée dans la lit-
térature [10, 12].

Algorithme 2 Algorithme primal-dual (forme symétrique)

Initialisation : Soit (x0,v0) à valeurs dansH ⊕ G. Pour
tout j ∈ {1, . . . , p}, soitWj ∈ S+(Hj), et, pour toutn ∈
{1, . . . , q}, soitUn ∈ S+(Gn).
Itérations :
Pourk = 0, 1, . . .

pourn = 1, . . . , q

u
(n)
k = ε

(p+n)
k

(
proxU−1

n ,g∗n

(
v
(n)
k

+Un

p∑

j=1

Ln,jx
(j)
k

)
+ b

(n)
k

)
,

v
(n)
k+1 = v

(n)
k + λkε

(p+n)
k (u

(n)
k − v

(n)
k ),

pourj = 1, . . . , p

y
(j)
k = ε

(j)
k

(
proxW−1

j
,fj

(
x
(j)
k −Wj(∇hj(x

(j)
k ) + c

(j)
k

+

q∑

n=1

L∗n,j(2u
(n)
k − v

(n)
k ))

)
+ a

(j)
k

)
,

x
(j)
k+1 = x

(j)
k + λkε

(j)
k (y

(j)
k − x

(j)
k ).

Algorithme 3 Algorithme primal-dual simplifié

Initialisation : Soit (x0,v0) à valeurs dansH ⊕ G. Pour
tout j ∈ {1, . . . , p}, soitWj ∈ S+(Hj), et, pour toutn ∈
{1, . . . , q}, soitUn ∈ S+(Gn).
Itérations :
Pourk = 0, 1, . . .

pourj = 1, . . . , p
y
(j)
k = ε

(j)
k proxW−1

j
,fj

(
x
(j)
k −Wj

q∑

n=1

L∗n,jv
(n)
k

)
,

x
(j)
k+1 = x

(j)
k + λkε

(j)
k (y

(j)
k − x

(j)
k ),

pourn = 1, . . . , q

u
(n)
k = ε

(p+n)
k proxU−1

n ,g∗n

(
v
(n)
k

+Un

p∑

j=1

Ln,j(2y
(j)
k − x

(j)
k )

)
,

v
(n)
k+1 = v

(n)
k + λkε

(p+n)
k (u

(n)
k − v

(n)
k ).

4 Algorithmes primaux-duaux alternés
par blocs

Dans les domaines d’applications où le nombre de données
peut être très important, il est utile de pouvoir réduire le nombre
d’opérations qui sont traitées à chaque itération ainsi quela mé-
moire occupée. Une stratégie pour atteindre cet objectif consiste
à diviser les données globales en plusieurs blocs, et de n’entrai-
ter qu’un nombre réduit à chaque itération.

Récemment les résultats de convergence des algorithmes pré-
sentés dans la section 3 ont été généralisés au cas où l’on uti-
lise une stratégie alternée dans laquelle un ensemble de blocs
est activé de manière aléatoire flexible, à chaque itération. Plus
précisément, on se place dans le cas oùp > 1, q > 1 et εk est
un vecteur de variables aléatoire booléennes choisies aléatoire-
ment à l’itérationk de telle sorte que chacune de ses compo-
santes soit égale à 1 avec une probabilité non nulle.



On peut alors montrer que les résultats de convergence de
la section précédente se généralisent au cas stochastique,sous
certaines conditions techniques [15, 28]. Plus précisément la
convergence presque sûre vers un couple de solutions du pro-
blème primal-dual est assurée pourvu que les vecteurs aléa-
toires(εk)k∈N soient indépendants et identiquement distribués,
et que les erreurs maintenant autorisées à être aléatoires véri-
fient des hypothèses de sommabilité.

5 Conclusion

Les méthodes proximales primales-duales présentées offrent
des solutions pertinentes aux problèmes d’optimisation degran-
de dimension. Leurs extensions stochastiques récentes ouvrent
un nouvel univers de possibilités. On peut, en particulier,en dé-
duire des versions distribuées de ces algorithmes [28, 4]. Le fait
de pouvoir considérer des erreurs aléatoires dans ces méthodes
permet aussi d’envisager de nouvelles méthodes d’approxima-
tions stochastiques dont les applications sont très larges, no-
tamment dans le domaine de l’apprentissage. En pratique, un
utilisateur pourra orienter son choix vers une méthode plutôt
qu’une autre, en fonction de la structure du problème à traiter,
de l’adéquation entre l’algorithme et l’architecture de calculs,
ainsi que des restrictions imposées par les conditions de conver-
gence.
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