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Introduction

“In the realm of convexity, almost every mathematical object
can be paired with another, said to be dual to it.”
(R. T. Rockafellar & R. J.-B. Wets, Variational Analysis)
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Un vieux probléme

OBJECTIF: Trouver une solution au probléme d’optimisation

minimiser f(x)
xeH

~

ou
e H est un espace hilbertien réel,
o f: H —] — oo, +o0] est convexe.
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Que faire si f n’est pas lisse ?
Tous les codts f d’'intérét sont-ils fortement convexes ?
Peut-on optimiser efficacement un million de variables ?

Comment transformer un probléme d’optimisation
complexe en une suite de problémes simples ?

Comment résoudre un probleme inverse sans inverser de
matrice ?

Les méthodes de lagrangiens augmentés sont-elles les
seules solutions viables ?

Si (xx)ren €st une suite générée par un algorithme
d’optimisation, quelle foi peut-on avoir en les résultats de

convergence sur (f(xx)), .y ?
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Outils fondamentaux de I'analyse
convexe
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[ Soit f: H — ]—o00, +00].
» Le domaine de la fonction f est donné par
domf = {x € H | f(x) < +o0}

Si domf # @, la fonction f est dite propre .
» La fonction f est dite convexe si
(V(x,y) € H)(VA € [0,1])  FAx+ (1= X)y) < A(x) + (1 = N)f(y).

» La fonction f est dite semi-continue inférieurement (sci) sur H
si, pour tout x € H, pour toute suite (xx)ren de H,

X — x = liminff(xg) > f(x).
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[ Soit f: H — ]—o00, +00].
» Le domaine de la fonction f est donné par
domf = {x € H | f(x) < +o0}

Si domf # @, la fonction f est dite propre .
» La fonction f est dite convexe si
(V(x,y) € H)(VA € [0,1])  FAx+ (1= X)y) < A(x) + (1 = N)f(y).

» La fonction f est dite semi-continue inférieurement (sci) sur H
si, pour tout x € H, pour toute suite (xx)ren de H,

X — x = liminff(xg) > f(x).

Par la suite, toutes les fonctions considérées seront supposées
convexes, semi-continue inférieurement et propres.
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[Lensemble des opérateurs linéaires auto-adjoints bornés fortement |
positifs de H dans # sera noté ST(H).
Soit U € ST(#). La norme pondérée par U est définie comme

I llu =V {10,

avec la convention || - || = || - |lia -
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[Lensemble des opérateurs linéaires auto-adjoints bornés fortement |
positifs de H dans # sera noté ST(H).

Soit U € ST (H). La norme pondérée par U est définie comme

I llu =V {10,

avec la convention || - || = || - |lia -

[ Soit f: H —] — oo, +oo[. La fonction f est dite de gradient 5-Lipschitz ]
si elle est différentiable sur # et si son gradient vérifie

(V(x,y) € H?) [ VE(x) = VEy)| < Blx —yl,

| avec 3 €]0, +o0].
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[ 1" inf-convolution de f : # —| |La convolution de f : 3% —
|—co,+00] avec g : H —| [l-o0+o0] avec g :H =
] —00, +00] est ] 00, +-00] est
fOg: H — [—o0, +o0] frg: H — [—00, 400

XH . XH
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[ 1" inf-convolution de f : # —| |La convolution de f : 3% —
|—co,+00] avec g : H —| [l-o0+o0] avec g :H =
]—o0, +00] est ]—00, +o0] est
fOg: H — [—o0, +o0] frg: H — [—00, 400

XH . XH

* CAS PARTICULIER: fDL{O} =f,

ou, pour C C H,

0 six e C,

(VX S 7‘[) Lc(X) = .
400 sInon.
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Le sous-différentiel de f: H — |—oo, +o0] en x est 'ensemble
Of(x)={teH|(VyeH) fly) >f(x)+(t|y—x)}

Un élément t de Of(x) est appelé sous-gradient de f en x.

t € Of(x)

F(x) + (y = xt)
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\ 1
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Le sous-différentiel de f: H — |—oo, +o0] en x est 'ensemble
Of(x)={teH|(VyeH) fly) >f(x)+(t|y—x)}

Un élément t de Of(x) est appelé sous-gradient de f en x.

t € Of(x)

F(x) + (y = xt)
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Le sous-différentiel de f: H — |—oo, +o0] en x est 'ensemble
Of(x) ={teH|(VyeH) fly) > f(x) +(t|y —x)}
Un élément t de Of(x) est appelé sous-gradient de f en x.
t € Of(x)
F0) + {y = ) .
l
1
X

xF - -
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Sous-différentiel

EXEMPLES:
» Sif est différentiable en x € H alors of(x) = {Vf(x)}.
» Sif=]-|alors

{sign(x)} six#0
[—1,1] six=0

(VxeR)  Of(x) = {



Introduction  Outils fondamentaux de I'analyse convexe
000 0O00000@000

GRETSI 2015

Algorithmes proximaux primaux-duaux  Applications ~ Conclusion
00000000000000000 0000000 000

11/41

Fonction conjuguée

La conjuguée def: H — |—oo,+o0] est f*: H — [—oo, +o0] telle que
(VueH)

e x| u)
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La conjuguée def: H — |—oo, +oo] est f*: H — [—oo, +o0] telle que
(VueH)

Origine:

Alexis Claude Clairaut (1713-1765),
Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
Werner Fenchel (1905-1988)
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Propriétés de la conjugaison (et paralléle avec Fourier)

Conjuguées Transformées de Fourier

f(x) f*(u) f(x) f(v)
fonction invariante RS Iul] exp(—n|x[[?) exp(—n[v[?)
translation N ~
b f(x—2) )+ ulz) || fx-2) exp(—s2n(v | 2))i(v)
translation duale o flv —z)
2 H f(x) + (x| 2) f(u—-2) f(x) + (x| 2)
multiplication scalaire ‘ fu ~
€10, +oo] af(x) af* (&) af(x) af(v)
mise & I'échelle o € R* | (%) f*(au) f(2) |aff(av)
isomorphisme .y — ~
Le B(G,H) f(Lx) (L") f(Lx) werf (L™ Tv)
réflection f(—x) f*(—u) f(—x) f(—u)

N N
séparabilité Z on(x™) Sen™) T en ™) H 2n (™)
n=1 n=1

X = ( (ﬂ))lgngN u= ( ("))1<ng1v X = (X("))lgngw v = ( ("))xgugN
isotropie S & (lul) S(IxD) S
inf-convolution (fog)(x) f*(u) +g" (u) (fxg)(x) f(v)g(v)
somme f(x) +g(x) ]

(f.g) € (To(#))* | (Fog")(w) f(x) +g(x) (Fx8)(v)

domf Ndomg # &
élément neutre R
de la convolution 4oy (%) 0 (%) !
élément neutre
de Iaddition 0 oy (W) ! 3(v)
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Opérateur proximal

ALGORITHME DE SOUS-GRADIENT
Soit v € ]0, +o0.

Explicite: (Vk‘ S N) X — Xp+1 € ’}/8f(xk)
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Opérateur proximal

ALGORITHME DE SOUS-GRADIENT
Soit v € ]0, +o0.

Implicite: (Vk € N)  x; — X1 € YOf (Xg11)
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Opérateur proximal

ALGORITHME DE SOUS-GRADIENT
Soit U € ST(H).

Implicite préconditionné: (Vk € N)  x;, — xp1 € U710 (xp11)
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Opérateur proximal

— ALGORITHME DE SOUS-GRADIENT .
Soit U € ST(H).

Implicite préconditionné: (Vk € N)  x; — X341 € UT10f(xp41)

— CARACTERISATION DE UOPERATEUR PROXIMAL

(Vxe M) y=proxye(x) &x—y¢€ U~ 1of(y).
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CARACTERISATION DE LOPERATEUR PROXIMAL

(vx € H) y=proxyg(x) & x—y € UTOf(y).

L’ opérateur proximal de f en x € H relatif a la métrique
induite par U est l'unique vecteur y € H tel que

1
f) + 5y =l =
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Propriétés de I'opérateur proximal

| F¥)

Prox;(x) = proxq ¢(x) [

translation
zeH

f(x—z)

z + prox(x — z)

perturbation quadratique
zeH,a>0,7v€R

f(x) + allx]|?/2+ (x| 2) +

x—z
prox s (7%)

mise a 'échelle p € R* f (px) %proxpzf(px)
fonction quadratique 2 LN =1 (e g *
LeB(G,H),7>0,26G ~|lLx — z||*/2 (Id +~LL™)" (x —yL*2)
isomorphisme ey
L B(G, M), LL* = pld, > 0 f(Lx) X — p~ L (x — prox ¢ (Lx)
réflection f(—x) —prox;(—x)

N
séparabilité > en(x™) o)

n=1 (prox% (x ))1<n<N

x = (x"")1cnen
fonction indicatrice tc(x) Pc(x)
fonction support 1E(x) = oc(x) x — Pc(x)
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Algorithmes proximaux
primaux-duaux
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Probléme primal-dual

PROBLEME PRIMAL

minimiser f(x) + g(Lx) + h(x).
x€H

v

f: H —] — oo, +0], g: G =] — 00, +00),

v

h: H — R g-Lipschitz differentiable avec 3 € 0, o0,

v

‘H et G espaces de Hilbert réels,

v

L: H — G linéaire et borné.
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Probléme primal-dual

minimiser f(x) + g(Lx) + h(x).
x€H

[~ PROBLEME PRIMAL

v

f: H —] — oo, +0], g: G =] — 00, +00),

v

h: H — R g-Lipschitz differentiable avec 3 € 0, o0,

v

‘H et G espaces de Hilbert réels,

v

L: H — G linéaire et borné.

PROBLEME DUAL
minimiser (f*Oh*)(— L*v) +g*(v). A]

veg
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Probléme primal-dual

FORMULATION LAGRANGIENNE

Le probléme primal-dual est équivalent a la recherche de point selle
du Lagrangien :

(Vx,y,v) € HXHxG) Ly(xy) = f(x)+h(x)+g(y)+(v|Lx—y).
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FORMULATION LAGRANGIENNE
Le probléme primal-dual est équivalent a la recherche de point selle
du Lagrangien :

(V(x,y,v) € HXHXG) Ly(x,y) = f(x)+h(x)+g(y)+ (v |Lx—y).

CONDITIONS KKT
Si un couple (x,v) vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

L'V - Vh(X) € 9f(x) et LX e dg*(V),

al x est solution du probléme primal
v est solution du probléme dual.
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Algorithme proximal primal-dual

pourk=0,1,...
Y = Prox. ¢ (xk —7(Vh(x) + ¢ + L*vk)> + ay
Ui = ProX,g- (Vi + oL(2y — xi)) + bx
(X+15 Vit 1) = (%, Vi) + (Vg Uk) — (Xk, Vi)
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Algorithme proximal primal-dual

( pourk=0,1,...
Y = PIroxX ¢ (xk —7(Vh(x) + e + L*vk)> + ag
Ug = Prox g (Vi + oL(2yx — xx)) + bx
(ko 1, Vi1) = (Xk, Vi) + M (Y, Uk) — (X, Vi)

e A

> (1,0) €]0, +oo[* tels que 77! — o||L||*> > 5/2,
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Algorithme proximal primal-dual

[ pourk =0,1,...
Y. = Prox ¢ (xk —7(Vh(x) + ¢ + L*Vk)> t+ag
Uj, = ProX g« (Vk + oL (2y;, — Xk)) + by,
(ko 1, Vi1) = (Xk, Vi) + A (Y Uk) — (X, Vi)

\. J

e A

> (1,0) €]0, +oo[* tels que 77! — o||L||*> > 5/2,
> pourtoutk € N, Ay €]0, X[, ol X =2—3(r~! —g|L||*)"1/2 € [1,2],
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Algorithme proximal primal-dual

( pourk =0,1,...
Y = Prox. ¢ (xk —7(Vh(x) + ¢ + L*vk)> +ay,
U = proX,g. (Vi + oL(2y;, — xi)) + by
(Xk+1, Vet1) = (Xk, Vie) + Ak ((Ygr k) — (X, Vi)

e A

> (1,0) €]0, +oo[* tels que 77! — o||L||*> > 5/2,
> pourtoutk € N, Ay €]0, X[, ol X =2—3(r~! —g|L||*)"1/2 € [1,2],

> > llarll < +oo0, D [lbxll < 400, €t Y llex]] < +oo,

keN keN kEN
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Algorithme proximal primal-dual

( pourk =0,1,...

Y), = Prox ¢ (xk —7(Vh(x) + ¢ + L*Vk)> +ag
Uj, = ProX, . (vk + oL(2y, — xk)) + by,
(ko 1, Vi1) = (%k, Vi) + M (Yo Uk) — (X, Vi)

> (1,0) €]0, +oo[* tels que 77! — o||L||*> > 5/2,
> pourtoutk € N, Ay €]0, X[, ol X =2—3(r~! —g|L||*)"1/2 € [1,2],
> > llakll < 400, D lIbell < 400, 6t Y |lex]| < +oo,
keN keN keN
> il existe x € H tel que 0 € 9f(X) + Vh(x) + L*0g (LX),
Alors:
% X — X ouXx estune solution du probléme primal,

% v — v oUv estune solution du probléme dual.

\.
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Algorithme proximal primal-dual préconditionné

( pourk =0,1,...
Y = Proxy, 1 (x/yc — W(Vh(xg) + ¢ + L*vk)> + ay,
ug = prox,; 1 4. (vi + UL(2y), — xi)) + by
(Xk415 Vig1) = (Xe, Vie) + A (Vg k) — (Xi, Vi)

v

WeSTH(H)etU e ST(G) telsque 1 — |[U/“LW /7| > 2w,
pour tout k£ € N, A\ €]0, 1], et infren Ax > 0,

D llaxll < +oo0, Y flbill < 400, €t Y [lex]| < +oo,

keN keN keN
il existe x € H tel que 0 € 9f(X) + Vh(x) + L*9g(LX).

v

v

v

Alors:

% X — X ouXx estune solution du probléme primal,

% v — v ouv estune solution du probléme dual.

\. J
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Variantes de I'algorithme proximal primal-dual

— FORME SYMMETRIQUE N

pourk =0,1,...
Uj = ProXy-1 g (vk + Uka) + by,

Yi = ProXyy-1¢ (x/yc — W(Vh(xx) + ¢ + L*(2uy, — vk))> +ay,

(Xk+1, VE+1) = (Xks Vi) + Ae (Vg Uk) — (Xg, Vi)
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Variantes de I'algorithme proximal primal-dual

— FORME SYMMETRIQUE N

pourk =0,1,...
Uj = ProXy-1 g (vk + Uka) + by,

Yk = ProXyy—1¢ (x/yc — W (Vh(xz) + ¢ + L*(2uy, — vk))> +ay,

(Xk+1, VE+1) = (Xks Vi) + Ae (Vg Uk) — (Xg, Vi)

FORME SIMPLIFIEE (h = 0)
pourk =0,1,...

Y = proxw_1’f(xk - WL*vk) + ay

Uj, = ProXy-ig. (v;~C + UL(2y, — xk)) + by,

(X1, Vi1) = (Xk, Vi) + A (Y Uk) — (X, Vi)
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Algorithme proximal primal-dual parallele

PROBLEME PRIMAL

minin;tiser f(x) + g(Lx) + h(x).
xe
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Algorithme proximal primal-dual parallele

PROBLEME PRIMAL

mlmmlser f(x +Zgn %)+ h(x).

n=1

avec, pour tout n € {1,...,q}, gn: Gn —] — 00, +0], (Gn) 1 cney
espaces de Hilbert réels
telsque G =G1®---@G,, etL,: H — G, opérateurs linéaires bornés.
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Algorithme proximal primal-dual parallele

PROBLEME PRIMAL

mlmmlserf +Zgn %)+ h(x).

n=1

avec, pour tout n € {1,...,q}, gn: Gn —] — 00, +0], (Gn) 1 cney
espaces de Hilbert réels
telsque G =G1®---@G,, etL,: H — G, opérateurs linéaires bornés.

PROBLEME DUAL

mlmmlser (f*Oh") Liv <'L> + g n)
(00 (< 3L )+
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Algorithme proximal primal-dual parallele

PROBLEME PRIMAL

mlmmlser f(x +Zgn %)+ h(x).

n=1

avec, pour tout n € {1,...,q}, gn: Gn —] — 00, +0], (Gn) 1 cney
espaces de Hilbert réels
telsque G =G1®---@G,, etL,: H — G, opérateurs linéaires bornés.

r PROBLEME DUAL —

minimiser  (f* Oh*)(— Z L:v <“> ) + Z g (v).

v veg

n=1 n=1

,
\.

La separabilite de g* implique que prox,. peut étre obtenu en calculant
en parallele les opérateurs proximaux des fonctions (g, )1<n<q

= SCHEMAS PRIMAUX-DUAUX PARALLELES .
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Algorithme proximal primal-dual parallele

( pourk=0,1,...

q
yie = proxyy-1 ¢ (xx = W(Vhix) + e + Y Livy") ) + ay
n=1
Xp+1 = Xk + Ar(yg — Xi)
pourn=1,...,q

\‘ u,(cn) = prox;-1 .. (vl(cn) + U, L, (2y, — xz)) + b,(c")
Vi = v+ (= v
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Remarques bibliographiques

~ Travail précurseur : Méthode de Arrow-Hurwicz-Uzawa
pour la recherche de point selle [Arrow, Hurwicz and Uzawa - 1958]
[Nedi¢ and Ozdaglar - 2009]

~ Méthodes basées sur un schéma explicite-implicite :
type | : [Vu - 2013][Condat - 2013]
(extensions de [Esser et al. - 2010][Chambolle and Pock - 2011])
type Il: [Combettes et al. - 2014]
(extensions de [Loris and Verhoeven - 2011][Chen et al. - 2014])

» Méthodes basées sur un schéma
explicite-implicite-explicite
[Combettes and Pesquet - 2012] [Bot and Hendrich,2014]

» Méthodes basées sur des projections
[Alotaibi et al. - 2013]
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Schémas primaux-duaux alternés
par blocs
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Schémas primaux-duaux alternés par blocs
» Idée: éclatement des variables.
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Schémas primaux-duaux alternés par blocs
» Idée: éclatement des variables.

MO
/ W <"
X(p) S Hp

Ha, ..., H, sont des espace hilbertiens réels séparables
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Schémas primaux-duaux alternés par blocs

» Hypothése simplificatrice: f et h fonctions séparables par blocs.

<)
<@

p
o x = f = > f(x)

<.
Il
—

x(@)
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Schémas primaux-duaux alternés par blocs
» Hypothése simplificatrice: f et h fonctions séparables par blocs.

<
<@
p
hlox = = D hix¥)
j=1
x (@)

Vi € {1,...,p}) h, B;-Lipschitz différentiable avec §; € ]0, +o0|.
J M3 J
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Schémas primaux-duaux alternés par blocs

» A chaque itération k£ € N, mise a jour d’'un sous-ensemble
d’éléments (~ approche Gauss-Seidel).

AVANTAGES:

v Co0t calculatoire par itération réduit,
v Occupation mémoire limitée,
v Plus grande flexibilité.
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Probléme primal-dual

PROBLEME PRIMAL
Soit F 'ensemble de solutlons du probleme

minimiser Z (fj( @) + h;(x9) ) i (Zp:LnJ—x(j))

(1) (p)
xeH,... xPeH, j=1 J=1

(Vje{1,...,pH(Vne{l,...,q})

» H; et G,, espaces de Hilbert réels séparables,

> fj: H; =] — 00, +0o0]

» h;: H,; — R B;-Lipschitz différentiable, avec 3; € |0, +o00[
> gn: Gn —] — 00, +00]

» L, ;: H; — Gn linéaire et borné,

»Ln={je{l,....,p} |Ln; #0} #2,etL; ={ne{l,...,q} | Ln; #0} # @.
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Probléme primal-dual

PROBLEME PRIMAL
Soit F 'ensemble de solutlons du probleme
q D
minimiser Z (fj( @) 4+ h; (x9)) ) Z (ZLn,jX(j))

ey, xPVem,

PROBLEME DUAL
Soit F* 'ensemble de solutlons du probleme

q
minimiser ; f O h ( Z L, ) + Z ( )

vWeg, .. vDeg, —

» Supposons qu'il existe (xXV),... xP)) € H; x ... x H, tel que

q
(Vje{l,....p}) 0€dfED)+Vh;xD)+ Y L; 0gn(Ln,x7).

n=1

Trouver (z,v) variables aléatoires a valeurs dans F x F*.
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Algorithme primal-dual alterné par blocs

( Pour k =0,1,...
pourj=1,....,p
v == (proxy-1 ¢ (2 =W (Vhy (@) + ¢ + £0, Ly o)) +a)
I xgc/ll _ mgcf) + A (1)( ](CJ) _xgcJ))
pourn=1,...,q
ugcn,) _ 62’?})+”> (pl‘OXU;l’g ( (n) +U, Z L”J 20 ) _ (j))) + bgcn,))
j=1
D+ n n
L Lot =of? s nelr e ol

(er)ren €St un vecteur de p + ¢ variables booléennes choisies
aléatoirement a chaque itération k € N afin d’'indiquer les blocs de
variables primales et duales a mettre a jour.
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T B

Algorithme primal-dual alterné par blocs
Supposons que

> Les variables (ex)ren sont indépendantes, identiquement distribuées,
telles que (Vj € {1,...,p}) P[s((f) =1] > 0, et pour tout k € N,

_(p+n) _ )] *
(vne{l,....q}) .=/ _12%,{5"’/ \ne]Lj},
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Algorithme primal-dual alterné par blocs
Supposons que

> Les variables (ex)ren sont indépendantes, identiquement distribuées,
telles que (Vj € {1,...,p}) P[sgj) =1] > 0, et pour tout k € N,
(Vne{l,....,q}) - "= Jax {¢/ |neL;},

> (Vje{l,...,p}) W; € ST(H;), (Yn € {1,...,q}) Un € ST(Gn), avec
1= ( -1 2m= ||U31/2Ln,jW;/2||2>1/2 > 5 max{(||W;]|8))1<j<p},

> (Vk € N) \; €]0,1] tel que infren A > 0,

> Y VElarl? < 00, > VE[bK|? < +oo et Y VE[ler|? < o0 p.s.

keN keN keN

> (xr)ren converge faiblement p.s. vers une variable aléatoire a valeurs dans F.
> (vr)ken cOnverge faiblement p.s. vers une variable aléatoire a valeurs dans F*.

Preuve: Basée sur les propriétés des suites quasi-Fejér stochastiques
[Combettes & Pesquet —2015].
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. O - AR

lllustration de la stratégie d’activation des blocs
Sélection des blocs (Vi € N)

Comment choisir (Vk € N) la

zy)  activé quand e =1 variable e; = (¢f,....e{))?
2?)  activé quand e = 1

2P activé quand e = 1
M activé quand (Y = 1
2P activé quand ") = 1

2% activé quand £ = 1
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. O - AR

lllustration de la stratégie d’activation des blocs
Sélection des blocs (Vi € N)

Comment choisir (Vk € N) la

zy)  activé quand e =1 variable e; = (¢f,...,e{))?
22 activé quand e =1

Pler = (1,1,0,0,0,0)] = 0.1
2P activé quand e = 1

M activé quand (Y = 1
2P activé quand ") = 1

2% activé quand £ = 1
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. O - AR

lllustration de la stratégie d’activation des blocs

Sélection des blocs (Vn € N)
Comment choisir (Vk € N) la

zy)  activé quand e =1 variable e; = (¢f,...,e{))?
2?)  activé quand e =1

Ples = (1,1,0,0,0,0)] = 0.1

(3 activé quand (¥ =1
T quand £, Ple = (1,0,1,0,0,0)] = 0.2
M activé quand (Y = 1

2P activé quand P = 1

2% activé quand £ = 1
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. O - AR

lllustration de la stratégie d’activation des blocs
Sélection des blocs (Vi € N)

Comment choisir (Vk € N) la

z,)  activé quand e =1 variable e, = (c",....e”)?
2?)  activé quand e = 1

Plex = (1,1,0,0,0,0)] = 0.1
¥ activé quand ¢ = 1
o k Plex = (1,0,1,0,0,0)] = 0.2

y activé quand (¥ =1 Pler = (1,0,0,1,1,0)] = 0.2
xf) activé quand 5;5) =1

2% activé quand £ = 1
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lllustration de la stratégie d’activation des blocs
Sélection des blocs (Vi € N)

Q) o ) Comment choisir (Vk € N) la
T activé quand e, ” = 1 variable e, = (e{", ..., e\")?

activé quand ¢\* = 1
Ples = (1,1,0,0,0,0)] = 0.1
- ®)

nde® =1
activé quand = Pler = (1,0,1,0,0,0)] = 0.2

activé quand ¢V = 1 Plex = (1,0,0,1,1,0)] = 0.2
activé quand sff) =1 _

activé quand &% = 1
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Vers les algorithmes distribués ...

PROBLEME D’OPTIMISATION
Trouver un élément de 'ensemble F des solutions de

inimj fi h; i(M;
minimiser ; (x) + hi(x) + gi(M;x)

avec H,G1,...,G, espaces hilbertiens séparables et, pour tout i €
{1,...,m}:

» h; B;-Lipschitz différentiable avec ; € ]0, +oc,

» M;: H — G; opérateurs linéaires non nuls, bornés.
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Vers les algorithmes distribués ...

PROBLEME D’OPTIMISATION
Trouver un élément de 'ensemble F des solutions de

minimiser Z fi(x) + h;(x) + gi(M;x)
i=1

x€H

PROBLEME D’OPTIMISATION
Trouver (xi,...,x,) € H™ tel que
m

minimiser Z f; (Xl) + hl(Xl) + & (Mle)
=1

(i) 1<igm €EAm

avec A, = {(Xi)lgigm e H™ ‘ X1 =...= Xm}
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Applications
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(Collaboration avec le CEA Neurospin)

Acquisition paralléle et échantillonnage
compressé

Signaux a valeurs complexes

= Méthode primale-duale pour minimiser le critere
pénalisé

Originale Reconstruite
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Imagerie par Résonance Magnétique Parallele
(Collaboration avec le CEA Neurospin)

+ Acquisition paralléle et échantillonnage
compressé

» Signaux a valeurs complexes

= Méthode primale-duale pour minimiser le critere
pénalisé

Originale Reconstruite
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Imagerie par Résonance Magnétique Parallele
(Collaboration avec le CEA Neurospin)

Acquisition paralléle et échantillonnage
compressé

Signaux a valeurs complexes

= Méthode primale-duale pour minimiser le critere
pénalisé

0 50 100 150 200 250 300 350
Time (seconds)

Vitesse de convergence de trois algorithmes proximaux primaux-duaux
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Restauration d'images multispectrales

(Collaboration avec 'ENS Lyon et Telecom ParisTech)

» Choix des parameétres de régularisation ~~ introduction de
contraintes non locales

= Approche primale-duale par épigraphes pour résoudre le
probléme contraint

" ] [ i
Originale Observée
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Restauration d'images multispectrales
(Collaboration avec 'ENS Lyon et Telecom ParisTech)

~ Choix des paramétres de régularisation ~~ introduction de
contraintes non locales

= Approche primale-duale par épigraphes pour résoudre le
probléme contraint

10
-~ SDMM
—-SDMM (epi)
107 --M+LFBF
NS - — M+LFBF (epi)|
107 NG T
10° i )
\\ .
\ Y
107 \ i =
| 1
1 1
| i H
10’5w n L n n n n L T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Temps (s.)
Formulation contrainte VS Formulation variationnelle
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Déconvolution sous un bruit Poisson-Gaussien

(ANR DIAMOND)
+ Analyse des propriétés de la log-vraisemblance associée
au modele de bruit
+ Calcul approché du gradient ~~ Robustesse aux erreurs
nécessaire
= Méthode primale-duale pour minimiser le critere pénalisé

Originale Observée Restaurée
(190 x 190 pixels) SNR=2.2 dB SNR = 19.81 dB
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Déconvolution sous un bruit Poisson-Gaussien

(ANR DIAMOND)
+ Analyse des propriétés de la log-vraisemblance associée
au modele de bruit
+ Calcul approché du gradient ~~ Robustesse aux erreurs
nécessaire
= Méthode primale-duale pour minimiser le critere pénalisé

. - . g ; ¢ ) TA. ™ I8

Originale Observée Restaurée
(350 x 350 pixels) SNR = 7.6dB SNR = 14.16 dB
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(ANR GRAPHSIP)
Données structurées sur un graphe
Occupation mémoire limitée

= Minimisation du critére pénalisé par une méthode
primale-duale par blocs

Maillage original (M = 100250 noeuds) Maillage bruité, MSE = 2.89 x 10-6
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(ANR GRAPHSIP)
Données structurées sur un graphe
Occupation mémoire limitée
= Minimisation du critére pénalisé par une méthode
primale-duale par blocs

Maillage restauré, MSE = 8.09 x 10—8 Maillage filtré (Laplacien), MSE = 5.23 x 10—7
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Débruitage de maillages 3D

(ANR GRAPHSIP)
+ Données structurées sur un graphe
+ Occupation mémoire limitée
= Minimisation du critére pénalisé par une méthode
primale-duale par blocs

{70
R
' 65
24001 =
i \ =
=z \ &)
: \ 60
2 . 2
g 2 e
< 1200 . 55 .5
= . =
N =3
R
600 N 50
300+ Seo
1587 & i e 3 bl = S - S PR
0 1 2 3
10 0 . 10 10
Taille des blocs

Mémoire nécessaire (—) VS Temps de calcul (— — —)
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Filtrage de multiples des signaux sismiques
(Collaboration avec I'FPEN)
» Formulation variationnelle du probléme

» Nombreuses contraintes sur le signal primaire
et le filtre

= Méthode primale-duale pour gérer ces
contraintes de fagon paralléle

Signal primaire original (512 x 512)
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Filtrage de multiples des signaux sismiques
(Collaboration avec I'FPEN)
» Formulation variationnelle du probléme

» Nombreuses contraintes sur le signal primaire
et le filtre

= Méthode primale-duale pour gérer ces
contraintes de fagon paralléle

Signal observé (SNR = 1.13 dB)
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Filtrage de multiples des signaux sismiques
(Collaboration avec I'FPEN)
» Formulation variationnelle du probléme

» Nombreuses contraintes sur le signal primaire
et le filtre

= Méthode primale-duale pour gérer ces
contraintes de fagon paralléle

Mil ti pl es

7/

Signal primaire restauré (SNR = 17.00 dB)
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T B
Déconvolution aveugle et désentrelacement de vidéos

(Collaboration avec I'NA)
« Probléme aveugle ~ minimisation alternée

+ Opérateurs linéaires complexes prenant en compte le
mouvement inter-trames
= Opérateur proximal lié a la vidéo calculé de fagon
approchée par une approche primale-duale
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Déconvolution aveugle et désentrelacement de vidéos
(Collaboration avec I''NA)

Trame n° 5 de la vidéo restaurée et désentrelacée

(Temps de reconstruction ~ 2 secondes par trames (code Matlab))
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Conclusion

Gestion simple

v des contraintes
Traitement
v Conver- des
gence et problémes
robustesse d’optimisation
garanties convexes
lisses et
non Iisses Pas d'inversion
d'opérateurs
linéaires
Flexibilité dans
v Efficacité la sélection
démontrée v Schémas aléatoire des
sur des paralleles composantes
applications alternés primales/duales
en signal par blocs
/image

Versions
distribuées des
algorithmes
disponibles
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Perspectives

Autres
approches
primales-duales

(SQP, points.
intérieurs,
L)

Interprétation
MM
(majoration-
minimisation) ?

Meilleure
compréhen-
sion ?

Nouvelles
extensions ?

Problemes
d'optimisation
stochastique ?

Problémes
dloptimisation

non convexe ?

Opérateur
proximal
associé a une
distance non

euclidienne ?
Algorithmes
plus
rapides ?
Choix adaptatif
des pas et
des précon-

ditionneurs ?



Introduction  Outils fondamentaux de I'analyse convexe  Algorithmes proximaux primaux-duaux  Applications  Conclusion
000 0000000000 000000000000 00000 0000000 ooe

GRETSI 2015 41/41

Quelques références

ﬁ F. Abboud, E. Chouzenoux, J.-C. Pesquet, J.-H. Chenot and L. Laborelli

A Dual Block Coord\nate Proximal Algomhm with Application to Deconvolution of Interlaced Video Sequences
IEEE g (ICIP 2015), 5 p., Québec, Canada, 27-30 Sep. 2015.

[@ G chierchia, N. Pustelnik, B. Pesquet-Popescu and J.-C. Pesquet
A NorrLocal Siructura Tensor Basad Approach for Mullcompone Imags Recavery Probiems
IEEE Transaction on Image Processing, 23(12), pp. 5531 - 5544, Dec. 2014

P. L. Combettes and J.-C. Pesquet

Proximal Splitting methods in Signal Processing
in Fixed-Point Algorithms for Inverse Problems in Science and Engineering, H. H. Bauschke, R. Burachik, P L.
Combettes, V. Elser, D. R. Luke, and H. Wolkowicz editors. Springer-Verlag, New York, pp. 185-212, 2011

P. L. Combettes, L. Condat, J.-C. Pesquet, and B. C. Vi

A Forward-Backward View of Some Primal-Dual Optimization Methods in Image Recovery
IEEE Conf on Image g (ICIP 2014), 5 p., Paris, France, Oct. 27-30, 2014.

P. Combettes and J.-G Pesquet
Stochastic Quasi-Fejér Block-Coordinate Fixed Point Iterations with Random Sweeping
SIAM Journal on Optimization, 25(2), pp. 1221-1248, 2015.

B EF &=

A. Florescu, E. Chouzenou, J.-C. Pesquet, P. Ciuciu and S. Ciochina

A Majorize-Minimize Memory Gradient Method for Complex-Valued Inverse Problems
Signal Processing, 103, pp. 285-295, 2014

=

A. Jezierska, E. Chouzenoux, J.-C. Pesquet and H. Talbot

A Convex Approach for Image ion with Exact Pois ian Likelihood
to appear in SIAM Journal in Imaging Sciences, 2015

=

N. Komodakis and J.-C. Pesquet

Playing with Dualty: An Overview of Recent Primal-Dual Approaches for Solving Large-Scale Optimization
Problems

to appear in IEEE Signal Processing Magazine, 2015.

=

J.-C. Pesquet and A. Repetti
A Class of ized Primal-Dual i for Distributed Optimi:
to appear in Journal of Nonlinear and Convex Analysis, 2015.

[@ A Repeti, £ houzenoux and J.-C. Pesquet
A Random Block-Coordinate Primal-Dual Proximal Algorithm with Application to 3D Mesh Denoising
IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing (ICASSP 2015), 5 p., Brisbane.
Australia, Apr. 19-24, 2015,



	Introduction
	1/41

	Outils fondamentaux de l'analyse convexe
	4/41

	Algorithmes proximaux primaux-duaux
	14/41

	Applications
	31/41

	Conclusion
	38/41


