Licence SM, corrigé du TD7

Transformée de Fourier.

Corrigé de I'Exercice 1.

La fonction ¢ — H,(t) appartient clairement & L!(R). Par conséquent, sa transformée de Fourier Hy(v) est
parfaitement définie. Celle-ci est donnée par

]A{)\(y) _ / e—)\|t|e—2i7rut dt
R

On sait que [t| =t sit > 0 et [t| = —t si t < 0. Par conséquent, Hy(v) peut s'écrire sous la forme
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Sit — —o0, eM tend vers 0. Puisque |e=2| = 1, on en déduit que eMe 2 tend vers 0. Par conséquent,

0 ) 1
/ e)\te—2z7r1/t dt = :
oo A — 2imy

+o0 ) 1
/ efAt672m1/t di = i
0 A+ 2Ty

On montre de la méme fagon que

On en déduit finalement que

i ( ) 1 + 1 2
V)= g
A A—2imry AN+ 2imv N2 4 4x2p?

On remarque que H A(v) est une fonction réelle et paire, comme attendu.

On va & présent chercher une solution de I’équation appartenant & L!(R). Pour cela, on commence par
remarquer que si f € L'(R), alors

[ s = (7 ) (0
R

Si une telle fonction f vérifie ’équation, elle vérifie

(f = Hi)(t) +2f(t) = Hi(t)

~

Si 'on désigne par f(v) la transformée de Fourier de f (qui est bien définie car f est supposée appartenir a
LY(R)), ceci équivaut &

A~

fw)(2+ Hi(v) = Hi(v)



En utilisant ’expression de H 1(v) obtenue plus haut, on en déduit immédiatement que

A 1
fw) = 2 + 4d72y?

Ceci est a rapprocher de I'expression de la transformée de Fourier de H /5 qui est

R 2V/2
Hﬁ(y) — 9 + 4722

Une fonction étant définie par sa transformée de Fourier, on en déduit que f(t) = ﬁH valt) = 2—\1&6_‘/5‘“.

Si I'on résume, on a établi que si f est une fonction de L!(R) safisfaisant 1’équation, alors f(t) = %ﬁe_‘/ﬁm.

Cette fonction appartient bien & L'(R). Ceci permet de conclure que I’équation a une et seule solution ap-
partenant & L' (R), donnée par f(t) = ﬁe*ﬁm.

Corrigé de I'’Exercice 2.
On observe tout d’abord que z(t) appartient & L!(R) et est indéfiniment dérivable. La fonction z(t) vérifie
z (t) = —2nta(t). En dérivant une fois de plus, on obtient que

1"

2 (t) = —2ma(t) — 2nta (t) = —2mwa(t) + Ant2a(t)
Par conséquent, x(t) est solution de 1’équation différentielle du second ordre
2 (t) + 2ma(t) — Amta(t) = 0 (1)

Il est facile de voir que z(t) est 2 fois continument dérivable, et que 2 (t) et 2" (t) appartiennent & L*(R). Par
conséquent, la transformée de Fourier de 2" (t) est donc égale & (2imv)2i(v) ol & représente la transformée de
Fourier de x(t). Par ailleurs, t2z(¢) appartient & L!(R). Ceci implique que la fonction v — 2(v) est deux fois

dérivable, et que
z (v)= /(22'7715)233(25)6_2”” dt
R

Si 'on prend la transformée de Fourier de I’équation (1), on obtient alors
—Ar? 25 (V) 4+ 2m2(v) + 2 (1) =0 (2)

Par conséquent, #(v) vérifie la méme équation différentielle que x(¢). A noter que z(t) étant réelle et paire,
alors Z:(v) est également réelle et paire.

Afin d’obtenir I'expression de #(v), on se propose de résoudre I’équation (2). On sait que y(v) = e ™" est
solution de (2), et on cherche les autres solutions sous la forme z(v) = K(v)y(v), ou K(v) va vérifier des
conditions que nous allons mettre en évidence (méthode dite de variation des constantes). Il est facile de voir
que

"

2 (v) =Ky (v) +2K (v)y (v) + K (v)y(v)

On exprime & présent que z est solution de I’équation:

2 (v) + 2m2(v) — 4n*22(v) = 0

En utilisant le fait que y(v) est solution, on obtient immédiatement que K est solution de:

"

K" ()y(v) + 2K (0)y (v) = 0



En utilisant que y' (v) = —27vy(v), et que y(r) # 0 pour tout v, on aboutit &

"

K'(v) = 4mvK' (v) = 0

Ceci conduit a log K’(v) = 2712 + ¢, ol ¢ est une constante, ou de facon équivalente & K/(V) = ae ou a
est une constante positive ou nulle. Par conséquent, K (v) se met sous la forme

K(V):CL/ 2np? dp + b
0

ou b est une constante. z(v) est donc solution si et seulement si elle se met sous la forme

z2(v)=a (/ 2 2 du) e ™" 4 he™ ™’
0

ou aet b sont des constantes. La transformée de Fourier Z(v) de x(t) se met donc sous cette forme. Rappelons

Z(v) est paire. La fonction
12
v — (/ 2mp? du) e ™’
0

est impaire, tandis que e est paire. Pour que z(v) soit impaire il faut donc que a = 0. Ceci implique que
A 2 Ny . -
Z(v) = be™™", ou b reste a déterminer. Pour cela, on écrit que

.@(o):b:/Rm(t) dt:/Re_“t2 dt

Par ailleurs, #(v) = be~™" appartient clairement & L!(R). D’aprés le théoreme d’inversion, on peut donc
écrire que

—7'1'7/2

o(t) = /R H()e2 ™

En appliquant cette formule pour t = 0 (2(0) = 1), on obtient que

1—/@(u)dy—b/em’2du
R R

On en déduit que b> = 1. b est positif car égal & l'intégrale d'une fonction positive. Donc, b = 1, et
2
T(v)=e™".

Afin de calculer la transformée de Fourier de y,(t), il suffit de faire un changement de variable dans 'intégrale
définissant J,(v), permettant de faire apparaitre la transformée de Fourier de z(¢). On trouve immédiatement
que J,(v) = &(V2rov) = e 2707V,

7 , . . 4 <A ~ _9.-2(,2 2Y,,2
Afin de calculer z = 4, *¥q,, on évalue sa transformée de Fourier qui est égale & fj, ()i, (1) = e~ 27 (F1T02)V",

Si 'on pose o3 = (02 + 03)'/2, on obtient que
2(V) — 6—27r20§y2
Ceci coincide avec transformée de Fourier de la fonction y,,(t). Par conséquent,
Yor * Yoo (t) = Yo (1)

ol o3 = (0F + 03)'/2.



Corrigé de I'Exercice 3.
D’apres ’exercice 1,

9 4
= —|t| f2z7rz/tdt
1+ 4722 /Re c

ﬁ appartient & L!(R). D’apres le théoréme d’inversion, on obtient que

it
2 )
—[t| — 2Tt d
S Ae= ity

Il s’agit & présent de calculer la transformée de Fourier f(x) de f(z) définie par

La fonction v —

¢ _ ; 2T
o= [ et

En posant x = 27v dans cette derniere intégrale, on obtient que

£ 2 247 (27 p)v
f(lu):ﬂ-/Rl—FZlWe ( M)dy

On en déduit que f(p) = me=27lul,

En supposant que toutes les conditions techniques portant sur u(z,t) soient réunies, la transformée de Fourier
de

0%u

ox?

coincide avec (2imv)%(v,t). En prenant la transformée de Fourier de I’équation aux dérivées partielles, on
obtient que

Tr —

di(v, t)
ot

En intégrant cette équation différentielle, on obtient alors que

+ 47 % 0(v,t) = 0

(v, t) = a(v, 0)(2_47r2”2t2

Or, puisque
0

u(z,0) = 722

on a
(v, 0) = Ome 2"l

Ceci finalement implique que
u(v,t) = Ore= 2l g—dn?v2e?

D’apres le théoreme d’inversion,

u(x,t) = / (v, 1)e? ™ dy
R

42,242 - .
4m°v™t"  En utilisant 'exercice
2
_ =zt .
est la transformée de Fourier la fonction # — —L—e 22, Ceci
VAart?

Par ailleurs, pour ¢ fixé, v — (v, t) est le produit de v — Ore 2" avec v — e

—An2p2¢2

2, on voit facilement que v — e

implique que  — u(z,t) est le produit ce convolution de cette derniere fonction avec la fonction 6f(x). On

obtient finalement que
_ (z—y)?

0 1
2 d

u(x,t) =



Corrigé de I'’Exercice 4.

T/2

ngéﬂwm—@wzfmﬂwww

Commencons par évaluer g(t) pour t > 0. Sit > T, t—s > T/2sis € [-T/2,T/2]. Dans ces conditions,
f(t—s)=0sise[-T/2,T/2]. Par conséquent, g(t) =0si ¢t >T. Si0 <t <T, ou de facon équivalente si
—T/2<t—-T/2<T/2, g(t) s’écrit sous la forme

T/2 T/2
g(t):/ f(s—t)ds:/ ds=T —t
t—T/2 t—T/2

En raisonnant de la méme fagon, on aboutit & g(t) =0sit < =T et g(t) =T 4+t si =T <t < 0. Finalement,
o(t) = (T ~ )z 7).
G(v) coincide avec (f(v))2. Un calcul immédiat donne alors

g = ()

Le texte comporte quelques erreurs: 'équation différentielle est 4 (t) 4+ ay(t) = z(t), il n’y a pas besoin de
supposer que x(t) est continument dérivable, mais seulement continue.

Corrigé de I’Exercice 5.

Si yo existe, la transformée de Fourier de I’équation différentielle donne (a + 2imv)go(v) = &(v). Ceci donne

- 2(v)

P = i

Puisque v — m est la transformée de Fourier de la fonction f(t) donnée par f(t) = e~ %I+, on en déduit
que yo(t) = (f *z)(t), i.e. que

yo(t) = /Rx(s)f(t —s)ds = /too z(s)e™ ) s = ¢~ /too x(s)ds

On a donc établi que si yg existe, elle est définie de fagon unique par yg = f *x. Il reste a vérifier a posteriori
que cette fonction vérifie les hypotheses de I'exercice. 1o appartient & L'(R) car elle est définie comme le
produit de convolution de 2 fonctions de L!(R). On vérifie qu'elle est continument dérivable et satisfait
I’équation différentielle. Enfin, d’apres ’équation différentielle,

Yo(t) = 2(t) — ayo(t)

x et yo appartenant a L'(R), yé) appartient aussi a L!(R).



