/@/\;VERSI'TIE‘

e Narme-la\illee Ph. Loubaton

Introduction au cours.

M2 Telecom 1/10



/@/\;VERSI'TIE‘

é/")mh%//é&

Contenu et organisation.

e Méthodologies de construction d’estimateurs de parametres.
e Méthodologies d’évaluation des performances des estimateurs.

e Applications aux communications numériques.

3 intervenants : J.P. Barbot (ENS Cachan), W. Hachem (Supelec), Ph
(UMLV).
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Exemples: synchronisation

Signal transmis z(t) = >, ., ang(t —nT).
Dans le cas d’un canal mono-trajet, et présence d’un offset de fréquence

Signal recu.

Az(t — 7)eimolot L p(¢)

fe’?o (Z ang(t — 7 — nT))e? ™00t 4 (1)
neL
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Exemples: synchronisation

y(t) = pei? (3, g ang(t — 7 — nT))e2mhot 1 b(1)

T

A partir d’échantillons prévelés a la période T' ou 7, estimer ¢q,0 fo, 7.

e Contexte entrainé : les a,, connus sur la durée d’observation (séquence

d’apprentissage).
e Contexte aveugle : les a,, inconnus sur la durée d’observation.

e Contexte semi-aveugle : une partie des a,, est connue sur la durée

d’observation.
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FExemples: estimation de canal.

Signal transmis z(t) = >, ., ang(t —nT).

Dans le cas d’un canal multi-trajets-trajet, sans offset de fréquence

Signal regu : y(t) = >, Apx(t — 1) + b(¢)

T

A partir d’échantillons prévelés a la période T" ou 7, estimer les (A, 7x).

Autre formulation.
Signal regu : y(t) = >, anh(t —nT) + b(t)

h(t) = >k Aeg(t — 7k)
Siyn, =ynT), yn =D, hian—; + by,

Estimer hg, ..., hr a partir de (Y, )n=0,. N—1-
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Le formalisme de [’estimation statistique.

L’observation: y = (yo,¥y1,...,yn) vecteur aléatoire.

La densité de probabilité de y est connue a un nombre fini de parametres pres
Notations: 6 le vecteur des parametres inconnus, de dimension K, pg(x) la densité
de probabilité de y.

Le probléme: on observe y = (yo,y1,...,yn)’, et il s’agit d’estimer 0.

Estimateur 6 correspondance qui a y associé un vecteur de dimension K noté 0(y).
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Exemple: estimation entrainée de canal.

L’observation y,, = ZZL:() hian—; + by, pour n =0,...,N — 1.
Estimation entrainée: les symboles a_y,,...,aq,...,an_1 sont connus.
y = Ah + b.

e h=(hg,....,hr)t, b= (by,...,by_1)T

( agp al

ai aop
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Exemple: estimation entrainée de canal.

Le parametre 6 = h.

On suppose que b est blanc Gaussien complexe de variance o2.

00 = oo exp lxoADI®
Pn N 2N €XD -

Estimateurs ”raisonnables”

e Moindre carrés : miny ||y — Ah|?, h= (A7A) Ay,

1

e Si les colonnes de A sont proches d’étre orthogonales, h = ~
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Ezxemple: synchronisation en fréquence.

L’observation: vy, = Aa,e2™%fo 4 b, . estimer § fj.
Estimation entrainée: les symboles ay,...,aq,...,ay sont connus, et de module 1.

A inconnu, d fo inconnu, 6 = (X, dfo)

N—1 o 2imnd fo |2
1 2 n—o lyn—Aane |
po(x) = N 2N €XP — S O.Qn

Estimateurs ’raisonnables”

g N—-1 * *
o 0fo=Arg(% Y0 Yn¥i_1aian_1)

2
g . 1 N-1 * ,—2imd f
{ 570 maximnise N g n—=0 YnQ, €
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Comparaison des estimateurs.

b (0) = Eo ((6(y) — 0)

Covariance et erreur quadratique moyenne

R;(0) = By (10(y) — 0]|* ) = Trace(I;(0))

Ces quantités dépendent de 6.
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Inégalité de Cramer Rao.

Information de Fisher : I(f) = E (% logpg(y)% log po(y)™).

Aussi égal a I(0) = —Ey ((96—922 logpg(y)).

A

Théoréeme 1 Si 0(y) est un estimateur sans biais, alors pour tout 6,

L;(0)>11(0)

M2 Telecom
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Exemple: estimation de canal.

y = Ah + b.

Information de Fisher: I(h) = ATA

g

1

Borne de Cramer Rao : o2 (AHA)_ .

Coincide avec la variance de ’estimateur des moindres carrés.
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FEzxemple: synchronisation.

Yn = A, €200 1 b n=0,... N—1
e Les (an)n=0,... N—1 sont connus et de modules 1.

e )\ est réel et positif.

Se ramene au modele: y, = A\e?™%f0 4-p n=0,...,N—1,0=(\4f)7.

(1(6)) " .

g
‘X 4m2N(N+1)(2N+1)
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Estimateur du maximum de vraisemblance.

0.y maximise en 6 log pg(y).
Exemples.
e Estimation de canal :h,, = (A7A) 1Ay,

e Synchronisation, A réel :

N-1 2

N 1 .

dfo,y = Argmax|— g ype 2ot
n=0

1 N—-1 X
2 : —2¢mnd

N Yn€ 1m0 0,1
n=0
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Propriétés asymptotiques des estimateurs.

Comportement des estimateurs quand N — +o0.

Définition 1 Oy(y) consistant si Oy (y) — 0 presque surement.

Tous les estimateurs ”raisonnables” sont consistants.

Définition 2 éN(y) est asymptotiquement gaussien si il existe a > 0 tel que

N (bn(y) = 6) — N(0, A(0)).

N (0, A(#)) gaussienne centrée de covariance A(6).
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Propriétés asymptotiques de l’estimateur du maximum de vraisemblance.

Ph. Loubaton

M2 Telecom

(5 logpe(y)),,
(53—922 Inge (Y)) 0o

(éN—Qo) ~ —

75 Yoo (Flogpe(yn)),

0

VN(Oy — 6p) ~

NZn 0 (092 log pg(yn)),

0

VN (B — 06) =~ N (0,171(6y))

On est asymptotiquement efficace.
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Méthode des moments généralisés.

On suppose que Eg(g(yn)) = h(0).

On peut alors estimer 6 par 0 défini par

0 = ArgminVy (y, 0)
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Méthode des moments généralisés: exemple.

synchronisation aveugle sans résidu de porteuse et avec symboles binaires.

2

Yn = pe'®a, + b, avec a, = %1 inconnus, o2 connu. Estimer 6 = (u, ¢).

Utiliser que Eg(y2) = p2e?? et Eg(|yn|?) = u? + o2.
Estimer Eg(y2) par ~ Zﬁf;ol y2

. N—
Estimer Eq(|y,|?) par % Zn:()l [y |?

Puis ajuster u et ¢.
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Propriétés asymptotiques de la méthode des moments 1.

Faire un développement limité au second de Vi (y, 6) au voisinage du vrai

parametre 6.

A 2 /9
On —0p >~ — (ﬁVN(%@))e_e <%VN(}’79)>0—0

Etudier les comportements des 2 termes.
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Propriétés asymptotiques de la méthode des moments 11.

Ph. Loubaton

La dérivée seconde:

000, 00 00 89;€95

0%V oh’ oh 82hT
= =2 ( Zg (Yn)

Or, % 301 9(yn) — h(6o) — 0.

/ . / T
Le terme de dérivée seconde converge donc vers 2 (—88}‘9 —gg)
=0,

M2 Telecom
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Propriétés asymptotiques de la méthode des moments I1.

La dérivée premicre:

% = —2 <%> (% ;g(yn) - h(9)>

Or, dans la plupart des cas, vV N [% 25:1 9(Yn) — h(QO)} — N(0,T(0p)).
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Propriétés asymptotiques de la méthode des moments 111

Conclusion:

VN (On — 6) — N(0,A(6))

oh’ oh oh”' oh oh’ oh
300 = (5735 ) .0, (o w0050 ) (5555,
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Estimation de canal.

Signal transmis z(t) = >, ., ang(t —nT).

Signal recu : y(t) = Zszl Aex(t — ) + b(t)

Signal recu : y(t) = >, anh(t —nT) + b(t)

P(t) = D2y Akg(t = i)
Siy, =ynT) et hy = h(lT) = 25:1 Aeg(IT — 11), alors yp, = >, han—; + by
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Estimation entrainée standard.

L’observation y,, = ZZL:() hian—; + b, pour n =0,..., N — 1.

Estimation entrainée: les symboles a_;,...,a9,...,ay_1 sont connus.
y = Ah + b.
e h=(hg,....,hp)T, b= (by,...,by_1
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Estimation entrainée multi-slots 1.

Estimer le canal sur chaque slot a partir d’une séquence d’apprentissage.

Sur le slot m, h,, = Zle Mem8(Tk), avec :

o les (Aim)m=1,. . m variables aléatoires centrées de méme loi
e K <(L+1)
e g(7%) fixe sur un nombre de slots raisonnables.

Profiter de ce modele pour améliorer I’estimation de h,,, pour tout m.
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Estimation entrainée multi-slots 11.

I' = E(h,,h%) matrice de rang K < L.
Si I était connue : I' = UAU¥ la décomposition en elts propres.

h,, = Uf,, avec U orthogonale, et f,, de dimension K a composantes

indépendantes.

Estimer h,, équivaut a estimer f,,: moins de parametres, estimation meilleure.

En pratique, il faut estimer I' & partir des (le>7n:1,...,]w-
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Estimation entrainée multi-slots 111

Estimation de I': on suppose que A7 A = NIy.

h,, = h,, + ¢, avec E(eme,HrL) = NILH

E(h,hf =T + %1,

Estimer I' par

o

S |
N L+1
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Estimation aveugle / semi-aveugle.

estimer h a partir de la séquence d’apprentissage et et des observations

correspondant aux symboles inconnus.

Quelques notations.

e h=2¢0

b (an7 s 7a’n—L)T — Zp,

oy = (y07°°'7yN—1)T

e z=(z},. .. ,zy_1)T

Estimer 0 & partir de y, y,, = 0%z, + b,
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Estimation au sens du maximum de vraisemblance.

Maximiser p(y/0).

p(y/0) = Zp y,z/0)

p(y,z/0) = p(y/z,0)p(z)

1 1 N—-1
p(Y/Z79) — (27T)N/2 eXp_ﬁ (Z ‘yn - HTZTL’2>

Impossible de calculer p(y/0).
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Algorithme EM.

(k]

Algorithme itératif : supposons que 0" soit disponible.

On considere p(z/y, 0¥ 1a loi conditionnelle de z sachant y si le parametre était
gLkl

Q0,01 = / log p(y. 2/9) p(a/y, ) da

pF+1] est 1a valeur de § qui maximise @Q(6, 0%)).

Théoreme 2 Au cours de l’algorithme, la vraisemblance augmente, c’est-a-dire que

log p(y /0" 1) > log p(y /60™)
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