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Transformée de Fourier Rapide.
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Position du probleme.

(Tn)nez un signal a temps discret.
—2imn f .

Evaluer numériquement la transformée de Fourier ) | z,e

En pratique, x est observé de n =0 jusqua n = N — 1.

Evaluer S} r,e”2™f aux points £ pour k=0,...,N — 1.
n=0 N
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Remarque sur [’effet de la troncature.

yo =0sin<Ooun>N,ety,=x,si0<n<N-—1.

Soit Y(f) la TF de y,, : Y(f) = quj:_ol r,e 2™ Exprimer Y (f) en

fonction de )", _, x,e” %™/,

t,=0sisin<0Ooun>N,ett,=1s10<n<N —1.

Yn = tpxy, pour tout n <= Y (f) = X(f)«T(f)

_ —2in B DL sin(nNf/2)
T(f) =€ sin(wf/2) °
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Visualisation de [effet de la troncature.

Fonctions de transfert de filtres de Nyquist, T=4
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L’algorithme de FF'T de Cooley-Tuckey I.

Calculer Xy (k) = Z?sz—ol T, 2N pour k=0,. .., %

Apparemment, nécessite N2 opérations complexes.
Si N est une puissance de 2, nécessite N log,(/N) opérations.

Résultat tres important en pratique.
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L’algorithme de FF'T de Cooley-Tuckey I1.

L’idée de base de I’algorithme.

N/2-1 _9im 2nk N/2—1 i 2nt Dk
XN(k):ano Tope TN ‘|‘an0 Topt1€ <N

Ceci s’écrit aussi :

N/2—1 —2im -k 92 N/2 1 — 24 -2k
Xn(k) =220 wane N2 g e Donto  Tanyre N2

Finalement, si k < N/2 — 1:

Xn(k)
Xn(k+N/2)
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L’algorithme de FFT de Cooley-Tuckey II1.

Xn(k) = Xpyjoa(k)+ 6_2”%XN/2,2(76)
Xy (k+ N/2) Xnja1(k) — e 27N Xy o 5 (k)

Si on connait X /o 1(k) et Xy 2 2(k) pour £ =0,...,N/2 —1, il faut N opérations
complexes pour calculer Xy (k = pour k=0,...,N — 1.

Pour connaitre Xy /o 1(k) pour k =0, N/2 — 1 a partir de Xn/4.11(k) et Xn/412(k),
il faut N/2 opérations complexes, idem pour connaitre X /o 2(k) pour
k=0,N/2—1a partir de Xn/421(k) et Xn/422(k) : N opérations pour calculer
les 2 FFT N/2 a partir des 4 FFT N/4.

Finalement, on obtient N log,(/N) opérations en itérant le processus.
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La FF'T inverse.

équivaut a

Tn = fj:_ol X (k)e™ &

FFT inverse : méme complexité que la FFT.
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FFT et convolution.

To,..-,TN—-1 €t Yo,..., YN—-1
X(O),...,X(N— 1) et Y(O),...,Y(N— 1) leurs FFT.

Quelle suite zg,...,zny_1 admet pour FFT la suite
Z(0)=X0)Y(©0),...,.Z(N-1)=X(N-1)Y(N —-1)7

Zn = Ziigl T[Yn—1) ou [I] désigne la valeur de [ modulo N.

2z = x %, y produit de convolution circulaire entre x et y.
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Application au filtrage rapide 1.

Probleme, calculer y,, = ZZL_Ol h;x,_; pour chaque n quand L est tres grand.

De facon stupide, cout calcul de L opérations par échantillon

Calcul des y,, pour L < n < 2L — 1 nécessite beaucoup moins que L? opérations

quand L est une puissance de 2.
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Application au filtrage rapide I1I.

Algorithme basé sur des FFT et IFFT 2L points.

rr—1 X ... T2L-1
hr_.+ 0 ... 0

= (he)n = 3000 hp@n_n = Y10 MTn—y

Point important : siet 0 <I < L—-1let L<n<2L—-1,n—1I]=n—1.

Donc, z, = lL:_Ol hixpn_1=19yn si L <n<2L-—1.
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Application au filtrage rapide I11.

Zn = (h*c2T)p =yn si L <n <2L—1.

Calculer z,, pour n =0,...,2L — 1, et extraire les valeurs L <n < 2L — 1 pour

récupérer y,, pour L <n < 2L — 1.
e Calculer H(k) et X(k) pour k =0,2L —1: 2 FFT 2L points
e Calculer Z(k) = H(k)X (k) pour k =0,2L — 1
e Calculer z, pour n =0,...,2L — 1 : IFFT 2L points.

Nombre total d’opérations :
2 x 2L log,(2L) + 2L + 2L1ogy(2L) = 2L(1 + 3log,(2L)) A comparer avec L2.
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