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Résuḿe – Dans cet article, nous nous intéressons̀a l’estimation de la capacité ergodique des grands systèmes MIMOà partir de śequences
d’apprentissage dont la longueur est du même ordre de grandeur que le nombre d’antennes du système. Dans ce contexte, les techniques standards
d’estimation ont de mauvaises performances. En utilisant la théorie de la G-estimation initiée par Girko, nous proposons un nouvel estimateur
et analysons son comportement asymptotique. Des résultats nuḿeriques montrent qu’il surpasse de façon significative les performances de
l’estimateur standard pour un nombre raisonnable d’antennes.

Abstract – In this paper, we deal with the estimation of the ergodic capacity of large MIMO systems, using training sequences whose lengths
are of the same order of magnitude than the number of antennas. In this context, the traditional estimator becomes inconsistent. Following
the ideas developed by Girko in the context of the so-called theory of G-estimation, we propose a new estimator. We analyze its asymptotic
behaviour and show, using numerical simulations, that it tends to improvesignificantly the performance of the standard estimate for a realistic
number of antennas.

1 Introduction

Pour pŕedire les performances potentielles des systèmes de
communications nuḿeriques, il est utile d’avoir accès aux pro-
priét́es statistiques des canaux de propagation car elles perme-
ttent d’́evaluer divers indicateurs de performances. Pour celà,
des techniques dites de ”sondage de canal” sont utilisées. Dans
cet article, nous nous intéressons̀a l’estimation de la capacité
ergodique des systèmes MIMO mobiles dans ce contexte de
sondage de canal. Pour estimer le canal, on utilise couramment
une śequence d’apprentissage de longueur suffisante. Cepen-
dant, dans un contexte de mobilité, les śequences d’apprentis-
sage utiliśees doivent̂etre de taille ŕeduite, car le canal doit
rester constant durant leur transmission. Si la tailleL de la
séquence d’apprentissage est du même ordre de grandeur que le
nombre d’antennes du système, l’estimateur standard de la ca-
pacit́e a de pìetres performances en raison du bruit additif dont
la contribution n’est pas ńegligeable. Dans ce contexte, nous
pouvons mentionner les récents travaux de [4] dans lesquels un
estimateur de la capacité estétabli à l’aide de la th́eorie des
probabilit́es libres. Cependant, cet estimateur n’est pas consis-
tant dans le cas de grands systèmes MIMO.

Pour mettre au point un nouvel estimateur dans ce contexte,
nous utilisons dans cet article la théorie des grandes matrices
aléatoires, et faisons l’hypothèse que le nombre d’antennes en
émission et ŕeception,N et M , ainsi que la longueur de la
séquence d’apprentissageL, convergent vers+∞ au m̂eme ry-
thme. Dans ce régime asymptotique, nous proposons un nouvel
estimateur de la capacité ergodique basé sur la th́eorie de la G-

estimation, initíee par Girko.
Cet article est organisé comme suit. En section 2, nous présentons

le mod̀ele des signaux, le contexte précis de l’estimation et
l’ énonće du probl̀eme. En section 3, nous donnons quelques
résultats utiles en th́eorie des grandes matrices aléatoires. En
section 4, nous proposons un nouvel estimateur consistant de
la capacit́e ergodique du canal MIMO. En section 5, nous don-
nons quelques résultats nuḿeriques qui illustrent les préćedents
résultats.

2 Modèle eténonće du problème

Nous consid́erons un système de mesure du canal MIMO
constitúe deN antennes d’́emission et deM antennes de réception,
et nous supposons que le canal està évanouissements par blocs.
Pour estimer la capacité ergodique du canal, l’émetteur en-
voie ṕeriodiquement une séquence d’apprentissage de tailleL,
not́eeS = [s1, . . . , sL], avecs1, . . . , sL des vecteurs deCN

tels queSS
† = LIN . La matrice du canal est supposée con-

stante sur chaque ”slot”, i.e durant la transmission de chaque
séquence d’apprentissage. Nous notonsT le nombre de slots
disponibles, et nous supposons les propriét́es statistiques du
canal invariantes durant la transmission de cesT slots. SiH(t)

(t = 1, . . . , T ) repŕesente la matrice du canal durant le slot
t, normaliśee de telle sorte queE[ 1

M
Tr H(t)H

†
(t)] = 1, le



probl̀eme consiste alors̀a estimer

C(σ2) =
1

N

1

T

T∑
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log det

(
IM +

H(t)H
†
(t)

σ2

)
(1)

Cette dernìere quantit́e est clairement une approximation de la
capacit́e ergodique (par antenne d’émission). Pourt = 1, . . . , T ,
la matrice des observationsY(t) ∈ MM,L(C) correspondant̀a
la transmission de la séquenceS est donńee par

Y(t) = H(t)S + V(t) (2)

avecV(t) la matrice due au bruit, dont leśeléments sont iid,
gaussiens, centrés et de varianceσ2

v . L’estiméeZ(t) du canal
H(t), baśee sur la śequence d’apprentissage, est définie par

Z(t) =
1

L
Y(t)S

† = H(t) +
ρ√
N

W(t) (3)

avecρ =
√

σ2
vN

L
et W ∈ MM,N (C) une matrice aĺeatoire

telle queWij ∼ CN (0, 1). Pour garderρ constant, nous sup-
posons dans cet article que la taille de la séquence d’apprentis-
sageL augmente lińeairement avecN .

Une manìere classique d’estimer (1) consisteà remplacer
H(t)H

†
(t) par son estiḿee standard non biaiséeZ(t)Z

†
(t)−ρ2

IM .

Cependant, certaines valeurs propres deZ(t)Z
†
(t) peuventêtre

inférieures̀aρ2. En notant̂λ(t)
1 , . . . , λ̂

(t)
M les valeurs propres de

Z(t)Z
†
(t) (dans l’ordre croissant), l’estimateur standard de (1)

est donńe par
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avec(.)+ la partie positive. Cet estimateur est pertinent dans le
cas òuL→ +∞ etN/L→ 0, mais ce ŕegime n’est pas réaliste
dans le contexte des systèmes mobiles. Nous supposons donc

queN → +∞, L → +∞ de telle sorte queρ =
√

σ2
vN

L
reste

constant. Nous supposonségalement queM < N ,M → +∞,
N → +∞ et quec = M

N
converge vers une constanteα ∈

]0, 1[. Dans ce contexte, (4) n’est plus consistant car‖Z(t)Z
†
(t)−

(ρ2
IM + H(t)H

†
(t))‖ ne converge plus vers0.

En utilisant des outils provenant de la théorie des grandes
matrices aĺeatoires, nous pouvons mettre enévidence un esti-
mateur consistant de (1) dans ce dernier contexte. Les résultats
de cet article peuvent̂etre étendus au cas où c > 1 en con-
sidérant la matriceZ†

Z en lieu et place deZZ
†.

3 Résultats pŕeliminaires

Le mod̀ele (3) est commuńement appelé ”Modèle Informa-
tion plus Bruit” et nous donnons dans cette section quelques
résultats concernant les propriét́es statistiques du spectre de la
matrice aĺeatoireZZ

† (la notationt qui traduit la d́ependance
au slott est temporairement masquée pour cette section). On

note respectivement parλ1, . . . , λM et λ̂1, . . . , λ̂M les valeurs
propres (dans l’ordre croissant) des matricesHH

† etZZ
†.

Par souci de lisibilit́e, nous ne mentionnons pas explicite-
ment la d́ependance enM,N,L des quantit́es d́ependantes de
la matriceH. Dans le reste de l’article, la mention ”N → +∞”
seraéquivalentèa ”M,N,L → +∞ tandis quec → α ∈]0, 1[
et ρ reste constant”. La notation ”X ≈ X” sera quant̀a elle
équivalenteà ”X − X → 0 presque ŝurement quandN →
+∞”, avecX déterministe etX aléatoire.

Soit la mesure spectrale empiriqueµ̂ de la matrice aĺeatoire
ZZ

† donńee par

µ̂ =
1

M

M∑

m=1

δ
λ̂m

(5)

avecδ
λ̂m

la mesure de Dirac au pointλ̂m. On peut caractériser
µ̂ par sa transforḿee de StieltjesΥµ̂ définie par

Υµ̂(z) =

∫

R+

µ̂(dλ)

λ− z
=

1

M
Tr
(
ZZ

† − zIM

)−1
(6)

µ̂ est clairement aléatoire et le th́eor̀eme fondamental qui suit
(voir [1]) permet de caractériser son comportement asympto-
tique.

Théorème 1. On suppose quesupM,N ‖H‖ <∞.
Alors quandN → +∞, presque ŝurement,̂µ converge en dis-
tribution vers une mesure déterministeµ appeĺee mesure spec-
trale limite deZZ

†.
µ est caract́erisée par la fonctionδ(x) = ρcΥµ(x) avecΥµ la
transforḿee de Stieltjes deµ. ∀x ∈ R

−
∗ , δ(x) est la solution de

l’ équation

δ(x) =
ρ

N
TrT(x)

T(x) =
[(
−x(1 + ρδ(x)) + ρ2(1 − c)

)
IM +

HH
†

1 + ρδ(x)

]−1

De plus, siS = supp(µ) désigne le support de la mesure spec-
trale limite deZZ

†, alorsδ(x) est holomorphe surR − S.

On d́eduit de (6) et du th́eor̀eme 1 que∀x ∈ R
−
∗ , Υµ(x) ≈

Υµ̂(x) et donc que

δ(x) ≈ δ̂(x) (7)

avecδ̂(x) = ρ
N

Tr
(
ZZ

† − xIM

)−1
. δ̂(x) est donc un estima-

teur consistant deδ(x) si x ∈ R
−
∗ .

Le théor̀eme suivant (voir [5]) caractérise la borne inf́erieure
deS, le support deµ.

Théorème 2. On se place dans le cas où HH
† est de rang

plein. Soitφ(w) la fonction d́efinie surR − {λ1, . . . , λM} par

φ(w) = w(1 − ρ2f(w))2 + ρ2(1 − c)(1 − ρ2f(w))

avecf(w) = 1
N

Tr[HH
† − wIM ]−1. Soitw− le plus petit

ant́ećedent des extrema locaux deφ, tel que1 − ρ2f(w−) > 0
etφ(w−) > 0. Alors on a

x− = φ(w−) = inf S



De plus,φ est une bijection strictement croissante de]−∞, w−[
dans ] − ∞, x−[. Soit ψ(x) sa fonction ŕeciproque sur] −
∞, x−[. Alors on a

ψ(x) = x (1 + ρδ(x))
2 − ρ2(1 − c) (1 + ρδ(x))

et pourw < w−, l’ équationψ(x) = w admet une unique
solution sur] −∞, x−[ égaleà φ(w).

Les figures 1 et 2 représentent les deux allures possibles
de φ au voisinage de0 quandc < 1. Nous avonśegalement
repŕesent́e le pointw0, solution deφ(w) = 0 dans l’intervalle
]−∞, w−[, qui sera utile pour la validité des calculs de perfor-
mances de la section suivante. Notons que dans les deux cas,
0 /∈ S, carc < 1. Nous donnons̀a pŕesent un ŕesultat fonda-

x−

w

φ(w)

w−w0 λ1

FIG. 1 – Allure deφ sur] −∞, λ1[ quandc < 1 etf(0) > 1
ρ2

ww−w0 λ1

x−

φ(w)

FIG. 2 – Allure deφ sur] −∞, λ1[ quandc < 1 etf(0) < 1
ρ2

mental sur les valeurs propres deZZ
† (voir [6] (Theorem 23.1

p.267)).

Théorème 3.Pour toutǫ > 0, pourM,N suffisamment grands,
la plus petite valeur proprêλ1 de ZZ

† vérifie λ̂1 > x− − ǫ
presque ŝurement.

Le théor̀eme suivant se d́eduit du th́eor̀eme 1 (voir [2] [3]).

Théorème 4. Soit la fonctionC définie surR−
∗ par

C(x) =
1

N
log det

(
IM − HH

†

ψ(x)

)

+ log (1 + ρδ(x))

+ c log

(
1 + ρδ(x) − ρ2(1 − c)

x

)

+ xδ(x)

(
δ(x) − ρ(1 − c)

x

)

Alors,

C(x) ≈ 1

N
log det

(
IM − 1

x
ZZ

†
)

(8)

De plus, on a

E

[
1

N
log det

(
IM − 1

x
ZZ

†
)]

= C(x) + O
(

1

N2

)
(9)

Var

[
1

N
log det

(
IM − 1

x
ZZ

†
)]

= O(
1

N2
) (10)

4 Calcul du G-estimateur

Dans cette section, nous présentons un nouvel estimateur
consistant de (1), basé sur le th́eor̀eme 4. Pour la suite, nous
reprenons la notation(t) pour toutes les quantités des pŕećedentes
sections qui d́ependent de la matriceH(t) (sur un slott).

La construction repose sur l’utilisation conjointe d’une ex-
tension sur] −∞, x−(t)[ des approximations (7) et (8) ainsi que

sur le changement de variableψ(x) = −σ2 dans (8) qui permet

de faire apparâıtre le terme1
N

log det
(
IM + HH

†

σ2

)
et de l’ex-

primer en fonction de quantités que l’on peut estimer de façon
consistante.

Proposition 1. QuandN → +∞,∀ σ2 > −mint=1,...,T

{
w−

(t)

}
,

C(σ2) donńe par (1) est estiḿe de façon consistante par

Ĉnew

(
σ2
)

=
1

T

T∑

t=1

[
1

N
log det

(
Z(t)Z

†
(t) − x̂

(t)
∗ IM

)

+ (c− 1) log
(
1 + ρδ̂(t)(x̂

(t)
∗ )
)

− x̂
(t)
∗

(
δ̂(t)(x̂

(t)
∗ ) − ρ(1 − c)

x̂
(t)
∗

)]

− c log
(
σ2
)

avecx̂(t)
∗ la solution de l’́equationψ̂(t)(x) = −σ2 et

ψ̂(t)(x) = x
(
1 + ρδ̂(t)(x)

)2

− ρ2(1 − c)
(
1 + ρδ̂(t)(x)

)

La conditionσ2 > −mint=1,...,T {w−
(t)} apparâıt car il est

nécessaire que la solution de l’équationψ(x) = −σ2 soit inférieure
à x− pour garantir la consistance de l’estimateur. Nous car-
act́erisonsà pŕesent les performances asymptotiques de l’es-
timateur en terme de biais et d’erreur quadratique moyenne
(EQM). On rappelle quew0,(t) est la solution de l’́equation
φ(t)(w) = 0 dans l’intervalle] −∞, w−

(t)[.

Propri été 1. ∀ σ2 > −mint=1,...,T

{
w0,(t)

}
la quantit́eĈnew

(
σ2
)

définie en(11)est telle que

E

[
Ĉnew

(
σ2
)]

= C
(
σ2
)

+ O
(

1

N2

)
(11)

E

[(
Ĉnew

(
σ2
)
− C

(
σ2
))2
]

= O
(

1

N2

)
(12)



Il faut remarquer que les préćedents ŕesultats du biais et de
l’EQM ne sont a priori valides que siσ2 > −mint=1,...,T {w0,(t)}.
Ils restent probablement vrais pourσ2 > −mint=1,...,T {w−

(t)}
car (11) et (12) sont sans doute vérifiés si0 < x < x−, mais
cel̀a n’a pas encoréet́e prouv́e.

5 Résultats nuḿeriques

Dans cette section, nous comparons les performances de l’es-
timateur standard et du G-estimateur en terme de biais et d’EQM.

Les matrices de canalH(t) suivent le ”mod̀ele de Kronecker”,

i.e, H(t) = 1√
N

C
1
2

(t)XC̃
1
2

(t), avecC(t), C̃(t) matrices ŕeelles
définies positive (et respectivement de taillesM×M etN×N )
etX une matrice aĺeatoire telle queXij ∼ CN (0, 1). Pour les
simulations,C(t), C̃(t) sont d́efinies par

C(t) = [η
|i−j|
1,(t) ]1≤i,j≤M et C̃(t) = [η

|i−j|
2,(t) ]1≤i,j≤N

η1,(t), η2,(t) étant des constantes comprises entre] − 1, 1[.
Pour garderρ constant dans (3), nous posonsL = 2N . La

résolution nuḿerique de l’́equationψ̂(t)(x) = −σ2 est obtenue
en utilisant la ḿethode de Newton. De plus, les simulations ont
ét́e ŕealiśees pourT = 30, σ2

v = 0.25 etσ2 = 1.
Sur la figure 3, nous comparons les biais de (4) et (11) quand

N,M augmentent (c = 0.5). On constate clairement que le
biais de (4) reste constant avecN tandis que le biais de (11)
décrôıt. Malheureusement, le rythme de convergence du biais
en figure 3 n’est pas en1

N2 pour des grandes valeurs deN .
Cela est d̂u au fait que les valeurs du biais correspondantes sont
du même ordre de grandeur que l’erreur commise lors de la
résolution nuḿerique de l’́equationψ̂(x) = −σ2.
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FIG. 3 – Comparaison des biais en fonction deN

La figure 4 repŕesente l’́evolution de l’EQM en fonction de
N (c = 0.5). On constate que l’EQM de (4) est constante tandis
que celle de (11) d́ecrôıt clairement en 1

N2 , ce qui confirme la
propríet́e 1.

Les hypoth̀eses sur le G-estimateur nous restreignent quant
au choix de la valeur deσ2 pour l’évaluation de la capacité.
En effet, nous avons la conditionσ2 > −mint=1,...,T {w−

(t)}
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FIG. 4 – Comparaison des EQM en fonction deN

(où à σ2 > −mint=1,...,T {w−
0,(t)} pour la validit́e du biais et

de l’EQM). La figure 5 pŕesente le traće du minimum dew−

etw0 en fonction deσ2
v , pour un grand nombre de tirages de

matricesH (c = 0.5 et L = 2N ), et on voit clairement que
la condition surσ2 n’est pas si restrictive dans le contexte des
exṕerimentations pŕesentes.
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