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Résunt — Dans cet article, nous nous @messons I'estimation de la capaéitergodique des grands siystes MIMOa partir de 8quences
d’apprentissage dont la longueur est déme ordre de grandeur que le nombre d’antennes dersgsDans ce contexte, les techniques standards
d’estimation ont de mauvaises performances. En utilisan®arth de la G-estimation inée par Girko, nous proposons un nouvel estimateur
et analysons son comportement asymptotique. Besltats nur@riques montrent qu'’il surpasse de facon significative les pedoces de
I'estimateur standard pour un nombre raisonnable d’antennes.

Abstract — In this paper, we deal with the estimation of the ergodic capacity of large®#ystems, using training sequences whose lengths
are of the same order of magnitude than the number of antennas. Irotiiext the traditional estimator becomes inconsistent. Following
the ideas developed by Girko in the context of the so-called theory ofti@atgon, we propose a new estimator. We analyze its asymptotic
behaviour and show, using numerical simulations, that it tends to imgignéicantly the performance of the standard estimate for a realistic
number of antennas.

1 Introduction estimation, initee par Girko.
Cet article est organgscomme suit. En section 2, nougpentons

Pour pedire les performances potentielles des@ysts de le mockle des signaux, le contexteégpis de I'estimation et
communications nuériques, il est utile d’avoir aés aux pro- I'énon@& du probéme. En section 3, nous donnons quelques
prietes statistiques des canaux de propagation car elles permésultats utiles en #orie des grandes matricegafoires. En
ttent d'évaluer divers indicateurs de performances. Pou, cel section 4, nous proposons un nouvel estimateur consistant d
des techniques dites de "sondage de canal” sontéesisDans la capacié ergodique du canal MIMO. En section 5, nous don-
cet article, nous nous ietessons I'estimation de la capaéit nons quelquessultats nurariques qui illustrent les peedents
ergodique des sy&nes MIMO mobiles dans ce contexte derésultats.
sondage de canal. Pour estimer le canal, on utilise courainme
une €quence d’'apprentissage de longueur suffisante. Cepen-
dant, dans un contexte de molglites €quences d’apprentis-
sage utili€es doiveniétre de taille @duite, car le canal doit
rester constant durant leur transmission. Si la talllele la
sequence d’apprentissage est deme ordre de grandeur que le
nombre d’antennes du sgshe, I'estimateur standard de la ca-
pacié a de pétres performances en raison du bruit additif dont Nous consiérons un sygtme de mesure du canal MIMO
la contribution n'est paségligeable. Dans ce contexte, nousconstitle deN antennes @mission et dé/ antennes deeception,
pouvons mentionner legcents travaux de [4] dans lesquels unet nous supposons que le canalestanouissements par blocs.
estimateur de la capaeitestétabli a I'aide de la tiorie des Pour estimer la capaéitergodique du canal,@metteur en-
probabiliés libres. Cependant, cet estimateur n’est pas consiseie periodiquement uneégjuence d’'apprentissage de tallle
tant dans le cas de grands gyaes MIMO. noteS = [sy,...,sr], avecsy,...,sy des vecteurs d€V

Pour mettre au point un nouvel estimateur dans ce contexttgls queSS’ = LI,. La matrice du canal est sup@ascon-
nous utilisons dans cet article laéibrie des grandes matrices stante sur chaque "slot”, i.e durant la transmission de whaq
aléatoires, et faisons I'hypaodise que le nombre d’antennes enséquence d’apprentissage. Nous not@hke nombre de slots
émission et &ception,NV et M, ainsi que la longueur de la disponibles, et nous supposons les prelps statistiques du
séquence d’apprentissaggconvergent verg-oo au méme ry-  canal invariantes durant la transmission de’Eesots. SiH ;)
thme. Dans ceagime asymptotique, nous proposons un nouve{t = 1,...,7T) repesente la matrice du canal durant le slot
estimateur de la capagiergodique bassur la tigorie de la G- ¢, normali€e de telle sorte quE[+;Tr H(t)HZt)} =1,le

2 Modele etenone@ du probleme



probleme consiste alois estimer note respectivement pas, ..., Ay et;\h e A\ les valeurs
. " propres (dans I'ordre croissant) des matriEHd ' et ZZ".
2 11 HyH, Par souci de lisibil#, nous ne mentionnons pas explicite-
C(o ):——Zlogdet Iy + —— (1) ' ; P P
NT ~ o? ment la &pendance ei/, N, L des quantés cependantes de

la matriceH. Dans le reste de l'article, la mentioV" — +o0”

seraéquivalented "M, N, L — +oo tandis que: — « €]0, 1]

et p reste constant”. La notation¥ ~ X” sera quant elle

équivalented "X — X — 0 presque 8rement quandV —

+0o0”, avec X déterministe efX aléatoire.

Y =HpyS+ Vg 2) Soit la mesure spectrale empirigfele la matrice @atoire

Z7Z' donrée par

Cette derrére quant# est clairement une approximation de la
capacié ergodique (par antenneathission). Pout = 1,...,T,

la matrice des observation§) € My, 1 (C) correspondard

la transmission de laégjuences est dongie par

avecV  la matrice due au bruit, dont lé&dements sont iid, o

gaussiens, ceriéis et de variance?. L'estimee Z;y du canal 1 Z A )
H(,, bage sur lagquence d’'apprentissage, esfidie par Vi — Am
Zy = lY(t)ST =Hg) + Lw(t) (3) avecd; la mesure de Dirac au poiﬁtn. On peut caraétiser
L VN [ par sa transforée de Stieltje§ ;, définie par
02N A At (dA 1 -
avecp = /== et W € M, n(C) une matrice d@atoire Yi(z) = ) lj\( 2 _ MTr (ZZ" — 21, 1 ©)
Bt A —

telle queW;; ~ CA/(0,1). Pour gardep constant, nous sup-

posons dans cet article que la taille deégsence d’apprentis- /: est clairement &atoire et le thoeme fondamental qui suit

sageL augmente lidairement avedy. (voir [1]) permet de caraétiser son comportement asympto-
Une maneére classique d'estimer (1) consisteremplacer tique.

i iré i4i P2
H(t)H(t) par son estiree standard non blaan(t)Z(t) pIyy. Théoréme 1. On suppose queip,, IH|| < oo.

Cependant, certaines valeurs propreé&@@ZL) peuventétre  Alors quandN — +o0, presque 8rement,: converge en dis-

inférieuresi p2. En notant\(") 5\5&) les valeurs propres de tribution vers une mesureéterministey appebe mesure spec-

PR o "
Z(t)ZL) (dans l'ordre croissant), I'estimateur standard de (1)trale limite de.Z,Z ) .
est don par 1 est carackrisee par la fonctiond(«) = pcY () avecY, la

transfornee de Stieltjes de. Vz € R, §(x) est la solution de

L1 M (;\5}? _ p2)+ ' équation
A 2y _ - - P
Craa(@®) = g 2 2 JoB | 142 @ )= LT
T(z) =
avec(.)" la partie positive. Cet estimateur est pertinent dans le ot 17!
cas @ L — +oo etN/L — 0, mais ce égime n’est pasaliste {(—w(l +pd(z)) + p*(1 —¢)) Ins + T 500
dans le contexte des sgates mobiles. Nous supposons donc +po(z)

De plus, siS = supp(u) désigne le support de la mesure spec-
trale limite deZZ", alors §(z) est holomorphe suR — S.

queN — +o0, L — +oo de telle sorte que = 4/ ”‘Z’LN reste

constant. Nous supposoégalement qué/ < N, M — o0,

N — +oo et quec = &L converge vers une constantec On céduit de (6) et du tro'eme 1 quér/z € R, T, (x) =
10, 1[. Dans ce contexte, (4) n'est plus consistanq|®(tg)zzt) —  TYu(x) etdonc que
(0L + HyH], )| ne converge plus vers §(z) ~ b(x) 7

En utilisant des outils provenant de latrie des grandes
matrices aatoires, nous pouvons mettre &idence un esti-
mateur consistant de (1) dans ce dernier contexte.dsdtats
de cet article peuverdtre étendus au castoc > 1 en con-
siderant la matricé’Z en lieu et place d&Z".

avech(x) = £Tr (ZZ" — aTy) . §(x) est donc un estima-
teur consistant dé&(x) siz € R .

Le theoreme suivant (voir [5]) caraetise la borne irérieure
deS, le support de..

Théoreme 2. On se place dans le casidIH' est de rang
plein. Soity(w) la fonction dfinie surR — {\y, ..., Ay} par

$(w) = w(l = p*f(w))* + p*(1 = )(1 - p* f(w))

Le mockle (3) est commument appé& "Modele Informa- avec f(w) = %Tr[HHT — wljy]~". Soitw™ le plus petit

3 Reésultats preliminaires

tion plus Bruit” et nous donnons dans cette section quelques gident des extrema locaux detel quel — p? f(w=) > 0
résultats concernant les progiés statistiques du spectre de Iaew(w_) ~ 0. Alors on a

matrice akatoireZZ' (la notationt qui traduit la &pendance B )
au slott est temporairement magegl pour cette section). On @ =¢(w”) =inf S



De plus,p est une bijection strictement croissantg dec, w™ |
dans] — oo, z~[. Soite(x) sa fonction eciproque sur] —
oo,z [. Alorson a

U(x) = (1+ pd(@))* = p°(1 = ¢) (1 + pd(x))
et pourw < w~, I"équationy(x) w admet une unique
solution sur] — co, 2~ [ égaled ¢(w).

Les figures 1 et 2 repsentent les deux allures possibles

de ¢ au voisinage d® quandc < 1. Nous avonggalement
repéseng le pointwy, solution dep(w) = 0 dans l'intervalle
| — oo, w™ [, qui sera utile pour la validitdes calculs de perfor-

mances de la section suivante. Notons que dans les deux c

0 ¢ S, carc < 1. Nous donnon& present un &sultat fonda-

é(w)

\JM w

FIG. 1~ Allure deg sur] — oo, Ai[ quande < 1 et f(0) > 5

b (w)

N\
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FIG. 2 — Allure deg sur] — oo, A; [ quande < 1 et f(0) < 5

mental sur les valeurs propres &' (voir [6] (Theorem 23.1
p.267)).

Théoreme 3. Pour toute > 0, pour M, N suffisamment grands,
la plus petite valeur propre\, de ZZ' verifie \; > 2= — ¢
presque 8rement.

Le theoeme suivant seatluit du tleoeme 1 (voir [2] [3]).

Théoréme 4. Soit la fonctionC' définie surR; par
1
= — logdet

I HH'
¥ M=~

()
+log (1 + pd(x))

+ clog (1 + pd(x) —

C(z)

p*(l—c)

_P<1—C>)

T

)

+ 26(x) (5(@

Alors,
6()~11 det (1o — 771 (8)
xTr) =~ ﬁ ogde M E
De plus, on a
1 1 t — 1
E Nlogdet IM—;ZZ =C(z)+ 0O e (9)
1 1, 1
Var Nlog det | I — ;ZZ = O(ﬁ) (10)

4 Calcul du G-estimateur

Dans cette section, nousgsentons un nouvel estimateur
consistant de (1), bassur le tleoeme 4. Pour la suite, nous
reprenons la notatioft) pour toutes les quanéis des prcedentes
sections qui @pendent de la matridd ;) (sur un slott).

La construction repose sur I'utilisation conjointe d’'une e
tension suff — co, L) [ des approximations (7) et (8) ainsi que
sur le changement de variahiéz) = —o? dans (8) qui permet
de faire appaiitre le termes; log det (IM + HH') gt de Iex-

o2

primer en fonction de quanéis que I'on peut estimer de fagon
consistante.

Proposition 1. QuandN — 400,V 02 > — ming—y, .7 {w(‘t)},
C(0?) donre par (1) est estird de fagon consistante par

R 1 <&
Chew (02) = T Z
t=1
+ (c—1)log (1 + ,05(75) (ig)))

. 1—
_ 30 (5@) (30 — 21 —9)

)
— clog (0?)

1
i
N log det (Z(t)Z(t)

- iit)IM)

- (t)

avecz'” la solution de Iéquatiom&(t) (r) = —o? et

doe) = (14 b (@) — 01 =) (14 phsy(a)

La conditiong? > — mintzle{w(;)} apparét car il est
nécessaire que la solution dédjuation)(z) = —o? soitinféerieure
a x~ pour garantir la consistance de I'estimateur. Nous car-
ackérisonsa piesent les performances asymptotiques de l'es-
timateur en terme de biais et d’erreur quadratigue moyenne
(EQM). On rappelle quev ) est la solution de &quation
¢+ (w) = 0 dans l'intervalle] — oo, W, [.

Propriéte 1.V o? > —mine—y1 7 {wo ) } 1a quantie .., (o%)
définie en(11) est telle que

C(o®)+0 (]\12) (11)

()

12)



MSE of the ergodic capacity estimate (¢=0.5,7=30,02=0.25,5=1)

[l faut remarquer que les pedents esultats du biais et de
I'EQM ne sont a priori valides que 8% > —min,—1 ... r{wo 1)}
Ils restent probablement vrais poxit > — mint=17_“7T{w(_t)}
car (11) et (12) sont sans douterifiés si0 < = < z~, mais
cela n'a pas encoréte proue.

5 Reésultats nuneriques

Dans cette section, nous comparons les performances de 'es

—<%— G-estimator

timateur standard et du G-estimateur en terme de biais &Md'E : - 2 Sunia sinan
Les matrices de canbl ;) suiventle "moele de Kronecker”, » N ©
1 ~ 1 ~
i — 1 2 2 H F
le, Hy) = 75C3XC,), avecCy,), C, matrices eelles FIG. 4 — Comparaison des EQM en fonction e

définies positive (et respectivement de taillds< M et N x N)
et X une matrice &atoire telle qué&;; ~ CA (0,1). Pour les

= olaoc? > —ming—q__p{w our la validié du biais et
simulations C ), C ) sont cfinies par ( =17 {0, )} P

de 'EQM). La figure 5 pesente le traé& du minimum dew™

i—j = i—j i 2 d nombre de tirages de
Cip = N s car etCop = 7N, etwy en fonction desZ, pour un gran _ _

® = I, hsissar @ C =g oy hsigsy matricesH (¢ = 0.5 et L = 2N), et on voit clairement que
(1), T12.(1) €tant des constantes comprises ehtrel, 1]. la condition suir? n’est pas si restrictive dans le contexte des

Pour gardep constant dans (3), nous posabs= 2N. La  EXperimentations grsentes.
résolution nurérique de lequationy ;) () = —o* est obtenue

—min {w’} and - min {wg} versus o’ (c=0.5 L=2 N)

en utilisant la nethode de Newton. De plus, les simulations ont o
éte realiges poufl’ = 30, 02 = 0.25 eto? = 1. ossr
Sur la figure 3, nous comparons les biais de (4) et (11) quand
N, M augmententd{ = 0.5). On constate clairement que le ;
biais de (4) reste constant avattandis que le biais de (11) /“/
decrdt. Malheureusement, le rythme de convergence du biais
en figure 3 n'est pas e@,% pour des grandes valeurs dé B I
Cela est @ au fait que les valeurs du biais correspondantes sont o) jndl
du meme ordre de grandeur que I'erreur commise lors de la |
résolution nurdrique de lequation(z) = —o2. ol e
~ g - min{wg}

; ; ; ; ; ; ;
Bias of the ergodic capacity estimate (c=0.5,7=30,67=0.25,0°=1) 01 0.2 03 0.4 [ 06 07 08 09 1
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FIG. 5 ——min{w~} et — min{w,} en fonction der?
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