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Matrices de Gram

Matrices du typez,, X1 ol
Y, matrice N xn, Yp=Y,+A,, E(,) =0.

Régime asymptotique:

n— oo, — —cé€|(0,00)
n

Plan de 'expos

1. Le cas non ceng&rdiagonah profil de variance
- Y,, aentees in@pendantes (profil de variance),

- A,, pseudo-diagonal

2. Le cas du champ stationnaire gaussien

- Y,, issu d’'un champ stationnaire gaussien.



1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

e modele matriciel

Introduisons les matrices,, A,, and>:,,.

[ Yii .. Yin )
/N, j N
Y, = : : , avec Yijza(z/ ’]/n)Xij et lim — =ce€ (0,00)
\ Y1 oo Yia
les X;; etanti.i.d. cen@s.
(An 0 O\
0 Asy O ... 0
A, =
\ 0 . 0 Ayy 0 ... 0
Y = Yo+ A,
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Objectif et hypotheses
Objectif

On étudie la limite des distributions spectralesdie:! et¥1's | i.e.:

N
1 . .
Dy = ) 0u Ol (1, -+, puy) = eigvalz, 1),
=1
. 1 <
D, = = 63 ou (i, ,fn) =eigvalEly,),
n; fii (F1 fin) = eigvalx; X,
Hypotheses

1. Le profil de variance : [0, 1]* — (0, c0) est une fonction continue.
2. % 27];\;1 O(i/n,A2Z,) — H (dtd)\) ou H a un support compact.

3. Hypothese sur les moments d§;: il existee > 0 tel queE| X;,;|*T¢ < oo.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Motivations: communication sans fil, sysemes MIMO

La motivation principale&side dans étude d’indicateurs de performance de eysts
MIMO (Multiple-Input Multiple-Output ).

( )

< >

n antennes I'émission{ <« canal > » N antennes la ieception

< >
\ J

>.;; reptesente le gain entre 'antenad’emission: et I'antennea la receptiony.

La connaissance de la distribution spectralégé:* est fondamentale pour calculer
des indicateurs de performance tels queHORMATION MUTUELLE du canal:

1 Ny
I,(0%) = ~ Elog det <I+ = )
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Motivations (suite)

S'’il y a des Eflecteurs entre les antennes de transmission et les antenregegpkan,
le gainX;; n’ est plus cen&. La matrice

est un cas @cole pour lequel on peeétudier le comportement asymptotique de la
mesure spectrale.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Outil # 1: la transformee de Stieltjes

SoitP € P(R™) alors sa transforée de Stieltjes estdinie par:

 P(d))
f(z) = —RT.
(2) /0 T zeC

Connaissanf, on peut reconstruiri:

b
Pla,b] = lim l/ Imf (& + in)d¢,

n—0t T

ou a etb sont des points de continaitlelP.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Transform ee de Stieltjes et Matrices aatoires

Le lien entre la TS et les MA se fait par lagolvante:

Qn(z) = (ZnX, — 2I) 7" = (qi(2))1<ij<n-

Alors

| 1 & 1 1
f.(z) = NTrace Qn(z) = N qu(z) — N Z
i=1 '

i — 2
1=1 ¢

ou les\; sont les valeurs propres ng.

La fonctionf,, (z) est la Transforrae de Stieltjes de la mesure empirique des valeurs
propres de&,, X1,

Résultat important: S, (z) — £(z) qui est elle-néme une TS, alorE>>n — F.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Outil # 2: Comportement asymptotique de formes quadratiques

Soit A une matricen x n telle que

sup ||A]| < K

Soit

(X X,
y _ \/ﬁ? 9 \/ﬁ
un vecteur tel que leX; sonti.i.d aved®X; = 0, EX? = 1. Siy et A sont
iIndépendents alors on a:

1
yAyl — ZTrace A —— 0

n n— 00

presque grement.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Deux references proches

Le cas centi (Girko 90, Boutet de Monvel et al. '96)

SiA,, =0, alors I'equation (ernr) admet une solution unique dans une certaine classe
de noyauxr (noyaux de Stieltjes)

/gdﬂz :/ - g(i)%u 5 du.
[0,1] —z+f0 T ; dt

o?(x,t)m,(dr)

et la tranfornge de Stieltjes de la mesure spectrale limite est depar

f(2) = /H . (dx)

Autre formulation:r, (dz) = k(x, z)dx

1

1 o2 (x,t)
—Z + fo 14c fol o2 (u,t)k(u,z)du dt

k(x,z) =
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Le cas I.i.d. (Brent Dozier et Silverstein '04)

Sio(x,y) = o est une constante, alors cor&idns

Sp=Y, + A, ou FAAn — 5 [(d))

auquel cas la transforee de Stieltjes de la mesure spectrale limite satisigjuation:

H(d))

f(z) = .
(2) / —2(1 +co?f(z)) + (1 —c)o? + 1+caA2f(z)

mais aussi le cas Wigner gaussien ... (Shlyakhtenko '96)

Notion de liberé avec amalgamation
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Retour au cas non cente diagonal
Théoreme (convergence de la mesure spectrale)
Soit
zhz::-y%,+'lxn7

alors, les mesures spectralgs et D, de ¥, 21 etXl'y, convergent vers des
mesures de probabiitdeterministesD et D:

loi

D, —— (p.s.)
D, 2. D (p.s.)

ou D et D sont caradrisees par leur transfor@e de Stieltje$(z) andf(z):

£(2) = Oog(f‘”';) et F(z) = ml:?(fa;)

pour Im(z) > 0.
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Caractérisation des transformées de StieltjeS et f

Consicerons le systme suivant: pour toute fonction continue besp,

A
/gdﬂ'z — / g(u, \) i H (du, d\)
— 1'+'110' dﬂé)_+_1+cjj02ﬂ¢n0dwz
/gdfrz — c/ Q(C%)\)H(du,d)\) i
—2(1+ ¢ [o2(-,cu)dr,) + Ty =T

! g(u,0) du
—|—(1—c)/c —z(1+c¢ [ o2(-,u)dr,)

Ce sysktme a une paire de solutions unique ) dans une certaine classe de solutions
(noyaux de Stieltjes). Les transfoees de Stieltjef etf sont alors caraétises par:

f(z) = / m(z,dt,d\) et f(z)= / 7(z, dt,dN).
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Quelguesélements de preuve: les mesures empiriques, et L,

On introduit les esolvantes

Q(z) = (ZnZf—2I) 7" = (gi;(2))ijen €t Q(2) = (ELSn—2D)"" = (Gi;(2))ij<n
Alors

lTrace;)n Z qii (2

est la transforrae de Stieltjes d®,, = ~ S b,

On prefere travailler avec les mesures empiriques suivantes, plus flexibles:

Lo(z,dzd)\) = — Z Gii (2 2 ) (dar d))
Lo(z,dzd)\) = = Z Gii (2 81 (dx) ® 6o(dN)
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Liens entre L, et L,

Des manipulations matricielles standard giz) entrdnent

/gdLn — %Zg /77, Azz sz( )

S 9(i/N, A%)
;—z—zfcﬂ(/l\f NdL,, +

Q

A2,
1+& [ 02(-i/n)dL,

Dans le calcul prcedent, urpetit miraclese produit, bas sur le fait que\,, est
diagonale. On peug partir de & deviner la prengire equations des).

g(u, A)
gdr, = / . H(du, d)\)
/ —Z 1 -+ f0‘2 dﬂ'z) + 1+c [ o2(-,cu)dn,

On conclut par un argument d’unieiet un de compadt
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1. Matrices de Gram: cas non centré a profil de variance

Conclusion partielle
Réesultat complexe

Malgré la simplicie de la matrice\,, de centrage

Une hypothese difficilement gneralisablea un cas non diagonal

N

1 ~ .

~ E O(i/m.azy — H(dtd\) ol A, = pseudo — diag(As, 1 <i < N)
i=1

Une approche possible: legquivalents ceterministes

cf. Expo® de P. Loubaton.
1. On consi@re le moeéleX, =Y, + A4,
2. A, géererale, lignes et colonnes b@®s en normé?

3. On cherche ugquivalent @terministea la transforree de Stieltjes.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Modele matriciel

On consi@re une matrice,, de dimensionsgV x n, dont les ent&es sont dorges par:
1

Zjnljz - % Z h(kla kQ)U(jl — k1, J2 — k2)7
(k1,ko)€EZ?

ou
1. h € (1(Z?) i.e.
> (k1 k)| < oo,

(k?l ,kg)EZz

2. U(i, 7) famille gaussienne complexe i.i.d. (0,1):

U(Zaj):X+iX/7 XaX/NN( 9

1>.

Sl

avecX et X’ indépendants.

171 22



2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Corr elation entre les entiees

La covariance entr&? . etZ?, ., est donee par:
1J2 J1J2

o 1 . o L
COV(Zjle, jijé) — E Z h(k17k2)h (kl o (]1 T ji)7k‘2 o (]2 _]é))7
(k1,ko)EZ?
/{(jl _jian _jé)
o .

Obijectif

1. Etudier la mesure spectrale dg 7 (limite?),

2. Etudier unéquivalent éterministe poutZ,, + B,,)(Z, + B,)*,
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Une remarque: Mesure spectrale deZ,, 2

(Girko '90, Boutet de Monvel, Khorunzhiy '96) La mesure spectrale limite est
determiree par sa transforee de Stieltje$, obtenue

f(2) = /H . (dx)

ou 7, satisfait la nemeequation que dans le cagrofil de variance.

1
g(u
0 —z+ J, L+c [5 1912 (2,t) w2 (dx) t

avec (ce qui joue ledle du) profil de variance:

¢(t17t2) — Z h(ll7l2)62ﬂ-i(l1t1—l2t2)
(l1,l2)€Z?

On affine I'objectif:

Comment @duireTousles tesultats pour des matrices de Gram issues de champs

stationnaires gaussieAsPARTIR des Esultats sur les matricésprofil de variance?
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Deux etapes
1. Couplage par geriodisation de la matrice initiale

ConsiceronsZ,, ol
1

Z}lm = 7 Z h(ki,k2)U(j1 — ki mod N, j2 — ke modn),
(kl,k2)€Z2

alorsZ,, est une bonne approximation e au sens de I'iagalié de Bai:

2 —~ 7\ *
< T2y = Za)(Zn — Zn)" %

o0,

ou £ distance de &vy entre probas.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Elements de preuve -suite-
Similarit € avec une matricea entree independantes

Considerons la matrice de Fourierx p:

1 y
Ff . = s explin (&)
’ p p

Alors les entées dév,, = Fy Z, F* ont la forme:

) 1 (L LY .,
}/lllg — ﬁ@ (N? E) Xl1l2

ou @ est cefinie pecedemment et leX*;, sont des gaussiennes i.i.d complexes.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Conclusion

Tous les esultats obtenus dans le cas de matrecpsofil de variance se “transportent”
au cas de matrices stationnaires gaussiennes.
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