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Matrices de Gram

Matrices du typeΣnΣT
n où

Σn matrice N × n, Σn = Yn + Λn, E(Σn) = 0.

Régime asymptotique:

n →∞,
N

n
→ c ∈ (0,∞)

Plan de l’expośe

1. Le cas non centré diagonal̀a profil de variance

- Yn à entŕees ind́ependantes (profil de variance),

- Λn pseudo-diagonal

2. Le cas du champ stationnaire gaussien

- Yn issu d’un champ stationnaire gaussien.



1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Le modèle matriciel

Introduisons les matricesYn, Λn andΣn.

Yn =


Y11 . . . Y1n

...
...

...

YN1 . . . YNn

 , avec Yij =
σ(i/N, j/n)√

n
Xij et lim

n→∞

N

n
= c ∈ (0,∞)

lesXij étant i.i.d. centŕes.

Λn =


Λ11 0 . . . 0

0 Λ22 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 ΛNN 0 . . . 0


Σn = Yn + Λn
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Objectif et hypothèses

Objectif

Onétudie la limite des distributions spectrales deΣnΣT
n etΣT

nΣn, i.e.:

Dn =
1
N

N∑
i=1

δµi
où (µ1, · · · , µN ) = eigval(ΣnΣT

n ),

D̃n =
1
n

n∑
i=1

δµ̃i où (µ̃1, · · · , µ̃n) = eigval(ΣT
nΣn),

Hypothèses

1. Le profil de varianceσ : [0, 1]2 → (0,∞) est une fonction continue.

2. 1
N

∑N
i=1 δ(i/n,Λ2

ii)
→ H(dtdλ) où H a un support compact.

3. Hypoth̀ese sur les moments deXij : il existeε > 0 tel queE|Xij |4+ε < ∞.
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Motivations: communication sans fil, syst̀emes MIMO

La motivation principale ŕeside dans l’́etude d’indicateurs de performance de systèmes

MIMO (Multiple-Input Multiple-Output ).

n antennes̀a l’émission



< >
...

...

< canal >
...

...

< >


N antennes̀a la ŕeception

Σij repŕesente le gain entre l’antenneà l’émissioni et l’antennèa la ŕeceptionj.

La connaissance de la distribution spectrale deΣnΣ∗
n est fondamentale pour calculer

des indicateurs de performance tels que l’INFORMATION MUTUELLE du canal:

In(σ2) =
1
N

E log det
(

I +
ΣΣ∗

σ2

)
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Motivations (suite)

S’il y a des ŕeflecteurs entre les antennes de transmission et les antennes de réception,

le gainΣij n’ est plus centŕe. La matrice

Σn = Yn + Λn

est un cas d’́ecole pour lequel on peutétudier le comportement asymptotique de la

mesure spectrale.
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Outil # 1: la transformée de Stieltjes

SoitP ∈ P(R+) alors sa transforḿee de Stieltjes est définie par:

f(z) =
∫ ∞

0

P(dλ)
λ− z

, z ∈ C− R+.

Connaissantf , on peut reconstruireP:

P[a, b] = lim
η→0+

1
π

∫ b

a

Imf(ξ + iη)dξ,

où a et b sont des points de continuité deP.
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Transformée de Stieltjes et Matrices aĺeatoires

Le lien entre la TS et les MA se fait par la résolvante:

Qn(z) = (ΣnΣT
n − zI)−1 = (qij(z))1≤i,j≤N .

Alors

fn(z) =
1
N

Trace Qn(z) =
1
N

N∑
i=1

qii(z) =
1
N

N∑
i=1

1
λi − z

où lesλi sont les valeurs propres deΣnΣT
n .

La fonctionfn(z) est la Transforḿee de Stieltjes de la mesure empirique des valeurs

propres deΣnΣT
n .

Résultat important: Sifn(z) → f(z) qui est elle-m̂eme une TS, alorsFΣnΣT
n → F .
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Outil # 2: Comportement asymptotique de formes quadratiques

SoitA une matricen× n telle que

sup
n
‖A‖ ≤ K

Soit

y =
(

X1√
n

, · · · ,
Xn√

n

)
un vecteur tel que lesXi sont i.i.d avecEX1 = 0, EX2

1 = 1. Si y etA sont

indépendents alors on a:

yAyT − 1
n

Trace A −−−−→
n→∞

0

presque ŝurement.

9 / 22



1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Deux références proches

Le cas centŕe (Girko ’90, Boutet de Monvel et al. ’96)

Si Λn ≡ 0, alors l’équation (enπ) admet une solution unique dans une certaine classe

de noyauxπ (noyaux de Stieltjes)∫
gdπz =

∫
[0,1]

g(u)

−z +
∫ 1

0
σ2(u,t)

1+c
∫ 1
0 σ2(x,t)πz(dx)

dt
du.

et la tranforḿee de Stieltjes de la mesure spectrale limite est donnée par

f(z) =
∫

[0,1]

πz(dx)

Autre formulation:πz(dx) = k(x, z)dx

k(x, z) =
1

−z +
∫ 1

0
σ2(x,t)

1+c
∫ 1
0 σ2(u,t)k(u,z)du

dt
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Le cas i.i.d. (Brent Dozier et Silverstein ’04)

Si σ(x, y) ≡ σ est une constante, alors considérons

Σn = Yn + An où FAnAT
n −−−−→

n→∞
H(dλ)

auquel cas la transforḿee de Stieltjes de la mesure spectrale limite satisfait l’équation:

f(z) =
∫

H( dλ)
−z(1 + cσ2f(z)) + (1− c)σ2 + λ

1+cσ2f(z)

.

mais aussi le cas Wigner gaussien ... (Shlyakhtenko ’96)

Notion de libert́e avec amalgamation
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Retour au cas non centŕe diagonal

Théorème (convergence de la mesure spectrale)

Soit

Σn = Yn + ∆n,

alors, les mesures spectralesDn et D̃n deΣnΣT
n etΣT

nΣn convergent vers des

mesures de probabilité d́eterministesD et D̃:

Dn
loi−−−−→

n→∞
D (p.s.)

D̃n
loi−−−−→

n→∞
D̃ (p.s.)

où D et D̃ sont caract́eriśees par leur transforḿee de Stieltjesf(z) andf̃(z):

f(z) =
∫ ∞

0

D(dx)
x− z

et f̃(z) =
∫ ∞

0

D̃(dx)
x− z

pour Im(z) > 0.
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Caractérisation des transformées de Stieltjesf et f̃

Consid́erons le syst̀eme suivant: pour toute fonction continue bornéeg,∫
g dπz =

∫
g(u, λ)

−z(1 +
∫

σ2(u, ·)dπ̃z) + λ
1+c

∫
σ2(·,cu)dπz

H(du, dλ)

∫
g dπ̃z = c

∫
g(cu, λ)H(du, dλ)

−z(1 + c
∫

σ2(·, cu)dπz) + λ
1+

∫
σ2(u,·)dπ̃z

+(1− c)
∫ 1

c

g(u, 0) du

−z(1 + c
∫

σ2(·, u)dπz)

Ce syst̀eme a une paire de solutions unique(π, π̃) dans une certaine classe de solutions

(noyaux de Stieltjes). Les transformées de Stieltjesf et f̃ sont alors caractériśees par:

f(z) =
∫

π(z, dt, dλ) et f̃(z) =
∫

π̃(z, dt, dλ).
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Quelqueséléments de preuve: les mesures empiriquesLn et L̃n

On introduit les ŕesolvantes

Q(z) = (ΣnΣT
n−zI)−1 = (qij(z))i,j≤N et Q̃(z) = (ΣT

nΣn−zI)−1 = (q̃ij(z))i,j≤n

Alors

1
n

TraceQn(z) =
1
N

N∑
i=1

qii(z)

est la transforḿee de Stieltjes deDn = 1
N

∑N
i=1 δµi .

On pŕefère travailler avec les mesures empiriques suivantes, plus flexibles:

Ln(z, dx dλ) =
1
N

N∑
i=1

qii(z)δ( i
N ,Λ2

ii)(dx dλ)

L̃n(z, dx dλ) =
1
n

N∑
i=1

q̃ii(z)δ( i
n ,Λ2

ii)(dx dλ) +
1
n

n∑
i=N+1

q̃ii(z)δ i
n
(dx)⊗ δ0(dλ)
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Liens entreLn et L̃n

Des manipulations matricielles standard surqii(z) entrâınent∫
gdLn =

1
N

N∑
i=1

g(i/n,Λ2
ii)qii(z)

≈ 1
N

N∑
i=1

g(i/N,Λ2
ii)

−z − z
∫

σ2(i/N, ·)dL̃n + Λ2
ii

1+ N
n

∫
σ2(·,i/n)dLn

Dans le calcul pŕećedent, unpetit miraclese produit, baśe sur le fait queΛn est

diagonale. On peut,̀a partir de l̀a deviner la première equations de(S).∫
g dπz =

∫
g(u, λ)

−z(1 +
∫

σ2(u, ·)dπ̃z) + λ
1+c

∫
σ2(·,cu)dπz

H(du, dλ)

On conclut par un argument d’unicité et un de compacité.
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1. Matrices de Gram: cas non centré à profil de variance

Conclusion partielle

Résultat complexe

Malgré la simplicit́e de la matrice∆n de centrage

Une hypothèse difficilement ǵenéralisableà un cas non diagonal

1
N

N∑
i=1

δ(i/n,Λ2
ii)
→ H(dtdλ) où Λn = pseudo− diag(Λii, 1 ≤ i ≤ N)

Une approche possible: leśequivalents d́eterministes

cf. Expośe de P. Loubaton.

1. On consid̀ere le mod̀eleΣn = Yn + An

2. An géńerale, lignes et colonnes bornées en normeL2

3. On cherche uńequivalent d́eterministèa la transforḿee de Stieltjes.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Modèle matriciel

On consid̀ere une matriceZn de dimensionsN × n, dont les entŕees sont donńees par:

Zn
j1j2 =

1√
n

∑
(k1,k2)∈Z2

h(k1, k2)U(j1 − k1, j2 − k2),

où

1. h ∈ `1(Z2) i.e. ∑
(k1,k2)∈Z2

|h(k1, k2)| < ∞,

2. U(i, j) famille gaussienne complexe i.i.d. (0,1):

U(i, j) = X + iX ′, X,X ′ ∼ N
(

0,
1√
2

)
.

avecX etX ′ indépendants.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Corr élation entre les entŕees

La covariance entreZn
j1j2

etZn
j′1j′2

est donńee par:

cov(Zn
j1j2 , Z

n
j′1j′2

) =
1
n

∑
(k1,k2)∈Z2

h(k1, k2)h∗(k1 − (j1 − j′1), k2 − (j2 − j′2)),

=
κ(j1 − j′1, j2 − j′2)

n
.

Objectif

1. Etudier la mesure spectrale deZnZ∗
n (limite?),

2. Etudier unéquivalent d́eterministe pour(Zn + Bn)(Zn + Bn)∗,
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Une remarque: Mesure spectrale deZnZ
∗
n

(Girko ’90, Boutet de Monvel, Khorunzhiy ’96) La mesure spectrale limite est
détermińee par sa transforḿee de Stieltjesf , obtenue

f(z) =
∫

[0,1]

πz(dx)

où πz satisfait la m̂emeéquation que dans le casà profil de variance.

∀g ∈ C([0, 1]),
∫

g dπz =
∫ 1

0

g(u)

−z +
∫ 1

0
|Φ|2(u,t)

1+c
∫ 1
0 |Φ|2(x,t) πz(dx)

dt
du.

avec (ce qui joue le rôle du) profil de variance:

Φ(t1, t2) =
∑

(l1,l2)∈Z2

h(l1, l2)e2πi(l1t1−l2t2)

On affine l’objectif:

Comment d́eduireTOUS les ŕesultats pour des matrices de Gram issues de champs
stationnaires gaussiensÀ PARTIR des ŕesultats sur les matricesà profil de variance?
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Deux étapes

1. Couplage par ṕeriodisation de la matrice initiale

Consid́eronsZ̃n où

Z̃n
j1j2 =

1√
n

∑
(k1,k2)∈Z2

h(k1, k2)U(j1 − k1 modN, j2 − k2 modn),

alorsZ̃n est une bonne approximation deZn au sens de l’ińegalit́e de Bai:

L4(F (Zn+Bn)(Zn+Bn)∗ , F (Z̃n+Bn)(Z̃n+Bn)∗)

≤ 2
N2

Tr(Zn − Z̃n)(Zn − Z̃n)∗ × ...

P−→ 0.

oùL distance de Ĺevy entre probas.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Éléments de preuve -suite-

Similarit é avec une matricèa entrée ind́ependantes

Consid́erons la matrice de Fourierp× p:

F p
j1,j2

=
1
√

p
exp 2iπ

(
j1j2
p

)
.

Alors les entŕees deYn = FN Z̃nF ∗
n ont la forme:

Y n
l1l2 =

1√
n

Φ
(

l1
N

,
l2
n

)
Xn

l1l2

où Φ est d́efinie pŕećedemment et lesXn
l1l2

sont des gaussiennes i.i.d complexes.
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2. Le cas du champ stationnaire gaussien

Conclusion

Tous les ŕesultats obtenus dans le cas de matricesà profil de variance se “transportent”

au cas de matrices stationnaires gaussiennes.
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