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Généralités sur les matrices aléatoires Le modele matriciel considéré
Introduction

On considére une matrice Y, dont les entrées (réelles ou
complexes) sont des variables aléatoires dont il faudra préciser la
nature. La matrice Y, est de taille N x n ou:

N
— ——ce(0,).

On s'intéresse a la matrice de Gram YYT (ou YY* si Y est
complexe) et surtout a son spectre lorsque n tend vers oco.



Quel modele aléatoire pour les entrées de la matrice Y?
\ 7/ -
Le modele aléatoire pour Y

On s'intéressera au modéle suivant:

» X est une matrice aléatoire de taille N x n dont les entrées Xj;
sont centrées, indépendantes et identiquement distribuées
(la loi ne dépend pas de n);

» A est une matrice déterministe de taille N x n. A est appelée
matrice de centrage.

» D est une matrice diagonale de taille N x N dont les éléments
sont positifs. D est appelée matrice de corrélation a
gauche;

» D est une matrice diagonale de taille n x n dont les éléments
sont positifs. D est appelée matrice de corrélation a droite;



Quel modele aléatoire pour les entrées de la matrice Y?
Quelques cas plus simples

Dans la suite, on distinguera les modeéles simplifiés suivants:
1. le modele i.i.d. centré:

Y = —=X;
T

2. Le modeéle i.i.d. non centré:
_ 1
~n

3. Le modele a profil de variance séparable non centré:

Y X+ A

N

1 1=
Y =-——-D2XD

A.
7 +



Etude du spectre de YYT

La matrice YY T est une matrice diagonalisable. Ses valeurs
propres

(/\,', 1<i< /V)
sont positives. Elles dépendent des entrées de Y est sont a ce titre
aléatoires.
On appelle mesure spectrale associée 3 YY T la mesure de
probabilité aléatoire

N
1
Ly = N z; S, (dN),
=
autrement dit, si A est un intervalle de R, alors

N .
Ln(A) = % 3" 6y(A) = #{A'NEA}.
i=1

» Notre premier objectif est de comprendre le comportement de
Ly quand n — oo et ¥ — ¢ € (0,00).



Etude du logdet

Considérons la fonctionnelle suivante:
1 Y,Y T
I(p):NElogdet <IN+ p" )

Cette fonctionnelle est trés importante en communications
numériques (cf. supra - exposé de W. Hachem). Elle s’exprime en
fonction du spectre:

N
1 Aj
== E ]Elog<1+')
N= P

Nos objectifs sont
» d'approximer cette fonctionnelle par une quantité qui se
calcule facilement,
» éventuellement de comprendre les fluctuations de la quantité

sous |" espérance:
> Z log <1 + )

1
N log det (
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La transformée de Stieltjes Généralités

Définition formelle

Comme la fonction caractéristiques ou la fonction de répartition, la
transformée de Stieltjes est une fonction qui permet de manipuler
les mesures de probabilités (ou plus généralement les mesures
positives) sans perte d’information. Formellement, on la définit

par:
f(z) = /R p(dA)

+ A—2z

ol y est une mesure positive définie sur Rt et z € C\ R™ est un
nombre complexe.



La transformée de Stieltjes Généralités

Quelques propriétés

La formule d'inversion Si je connais la mesure u, je connais f, et
réciproquement:

b
w(a, b) = lim 1/ Imf(x +iy)dx.
a

y—0 T
Autrement dit, f me permet de caractériser complétement pu.

Caractérisation d'une transformée de Stieltjes Réciproquement, si f
est une fonction de C\ R dans C qui satisfait un certain nombre
de conditions techniques, alors il existe une mesure p sur RT telle
que f soit la transformée de Stieltjes de p.

Les conditions techniques.

- f est une fonction analytique sur C \ RT;

- Im(z) > 0 implique que Im(f(z)) > 0;

- Im(z) > 0 implique que Im(zf(z)) > 0;

- |f(z)Im(z)| borné sur I' ensemble des complexes z tels que Im(z) > 0,

Propriété
w(RT) = lim —iyf(iy).

y—00



7/
La résolvante

On appelle résolvante de la matrice YY T, la matrice suivante,
indexée par z € C\ R*:

Q(z) = (—le v YYT) o

Il 'est bien connu en analyse matricielle que la résolvante est un
puissant outil pour obtenir des informations sur le spectre d'une
matrice donnée.



La transformée de Stieltjes Lien avec les matrices aléatoires

Propriété La trace normalisée de la résolvante Q(z) de la matrice
YY T est égale a la transformée de Stieltjes de la mesure
spectrale de YY 7. En effet:

1
fo(z) = NTrace(—z/N—i-YYT)*l

B 12"’: 1 /OOLN(d)\)
B N Ai-z o Jo Az

ou

1 N
LN - N 25)\’..
i=1
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\ - - 7/
Le modele i.i.d. centré

Rappelons que dans ce modele, les entrées de la matrice Y, sont

de la forme: )

ou les Xj; sont indépendants et identiquement distribués, centrés,
de variance 02. Dans ce cas, on a le résultat suivant:



Théoreme de Marcenko-Pastur

La mesure spectrale Ly converge vers la probabilité définie par

Pup(d)) = (1—-)50dA

L/ =N = A
+E 202\ 1[>\—7)\+]()\)d)\, (c>1),

NS
2co?\

ot AT = (14 /c)%0% et A~ = (1 — \/c)?02.

1[)\77>\+]()\)d)\, (C < ]_)



Eléments de preuve

On va caractériser la transformée de Stieltjes limite. Par des
arguments de natures différentes,

- manipulations matricielles élémentaires
- perturbation de rang un
- comportement asymptotique de formes quadratiques

on peut montrer que la transdformée de Stieltjes empirique
]. T -1
fo(z) = NTrace (—zIN +YY )

satisfait approximativement |'équation:




La loi de Martenko-Pastur
Eléments de preuve -suite (1)-
L'équation-limite suivante émerge naturellement:

1
f(2) = .
U ()

C’ est un trinbme du second degré:

2co*f?(2) + (z+ (c —1)o*)f(z) +1=0

qui admet deux racines dont f:

—(z(c = 1)o?) + /(z + (¢ — 1)0?)? — 4co?z
f(z) = WAL YCRY ,

qui satisfait
lim_y[F(iy)| = 1
y—00

et donc est la transformée de Stieltjes d'une mesure de probabilité.



Eléments de preuve -suite (2)-

En utilisant la formule d'inversion d'une transformée de Stieltjes,

b
Pue([a, b)) = im [ Tinf(x+ i)

a

on peut retrouver la loi de Marfenko-Pastur.



Résultats asymptotiques Le modéle i.i.d. non centré

Rappel sur le modeéle On s'intéresse au spectre de YY' T lorsque

Y:LX—i—A.
n

Vn

On fait de plus I'hypothése que la mesure spectrale de la matrice
déterministe AAT converge vers une probabilité A(d)). Alors:

Théoreme (Brent Dozier & Silverstein '04) La mesure spectrale de
YY T converge vers une mesure de probabilité dont la transformée
de Stieltjes satisfait I'équation implicite suivante:

H(d))
f(z) = :
(2) /—z(1+c02f(z))+(1_c)02+uc3\2f(z)
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Résultats non asymptotiques Le cas du modele a corrélation séparable non centré

La notion d'équivalent déterministe

Dans le cas d'un modele a corrélation séparable non centré, i.e.

N[

1 ~
Y=—D2XD
Vvn
il n’existe pas de jeu d’hypothéses simple garantissant la
convergence de la mesure spectrale de YY'T.
Objectif
» construire une quantité déterministe permettant d'approximer
la transformée de Stieltjes empirique de YY'T

+A,



Le cas du modele a corrélation séparable non centré
L'équivalent déterministe pour la TS

Rappelons que la transformée de Stieltjes empirique de YY™ est:

AN

1
fa(z) = ;Trace (~zly + Yy*) ™t = D v
i—1 1

=

Théoreme Il existe une transformée de Stieltjes déterministe
ty(z), dépendant des parametres du modele D, D, A N et n, telle
que

Vze C\R, fu(z)—ty(z) —— 0 ps.

n—oo



Le cas du modele a corrélation séparable non centré
Définition de t,(z).
Un systeme 2 x 2 Le systeme suivant admet un unique couple de

solutions (0, 5)

o(z) = T [D (—Z(/ + D&) + A + D(S)—IAT)I:|

dz)=-Tr [D (—z(/ + Do)+ AT(1+ DS)1A>—1}



Définition de t,(z).

Un systeme 2 x 2 Le systeme suivant admet un unique couple de
solutions (0, 9)

oz) = %Tr [D (—Z(/ + D&) + A + D(S)—IAT)I:|

3(z) = %Tr [D (—z(/ + Do)+ AT(1+ DS)1A>—1}

Un intermédiaire matriciel. On pose

T(z) = (—z(/ +D8) + Al + D(S)_lAT>_1



Le cas du modele a corrélation séparable non centré
Définition de t,(z).
Un systeme 2 x 2 Le systeme suivant admet un unique couple de

solutions (J,4)

oz) = %Tr [D (—Z(/ + D&) + A + D(S)—IAT)I:|

3(z) = %Tr [D (—z(/ + Do)+ AT(1+ DS)1A>—1}

Un intermédiaire matriciel. On pose

T(z) = (—z(/ +D8) + Al + D(S)_lAT>_1

Définition de t,(z). Alors t, est définie par:

th(z) = %Trace T(z).



Résultats non asymptotiques Un équivalent déterministe pour le logdet

Expression du logdet en fonction de la transformée de
Stieltjes

Logdet et transformée de Stieltjes Un calcul élémentaire montre
que:

1 Y,Y,! > 1
I(p) = NElogdet </N + p" ) .= E/ (w - f,,(—w)> dw.
p

L'idée .. consiste a remplacer f,, par son équivalent déterministe t,,.




Résultats non asymptotiques Un équivalent déterministe pour le logdet

Théoreme Définissions /(p) par
0= [ (L-tl-w))d
p) = A i w) | dw.
Alors

> 1(p) —1(p) ——0

n—oo

» | a une expression explicite donnée par:
_ | -
I(p) = log det (/ +6D+ =AT(1 + 6D)1A>
p
~ n ~
+ log det (/ + 50) — 00

ol J et & sont les solutions du syteme 2 x 2.
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