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Patrick Cattiaux, Président
Amir Dembo, Rapporteurs
Alain Rouault,
Francis Comets, Examinateurs
Guy Fayolle,
Fabrice Gamboa,
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Introduction

En 1987, Lynch et Sethuraman [39] ont établi un principe de grandes
déviations (PGD) pour la famille de processus

(
1
λ
X(λ ·)

)
λ

où X(t) est un pro-
cessus stationnaire, réel, à accroissements positifs et indépendants, sous des
hypothèses d’intégrabilité très faibles.

Parler de grandes déviations, c’est dire qu’il existe une fonctionnelle de taux
I telle que pour un ensemble A de fonctions données, on ait, pour λ →∞ :

P
(

1

λ
X(λ ·) ∈ A

)
≈λ e−λIA où IA = inf{I(x), x ∈ A}.

Dans le cas où IA > 0, la terminologie prend tout son sens : A est un événement
déviant au sens où sa probabilité de réalisation tend vers zéro. De plus, la
déviation est grande puisque la vitesse de convergence vers zéro est exponen-
tielle au taux IA. En fait, derrière le symbole ≈ se cache une définition un peu
moins intuitive qui requiert une topologie pour pouvoir parler d’adhérence Ā
et d’intérieur Å :

lim sup
λ

1

λ
log P(X(λ ·)/λ ∈ A) ≤ − inf{I(x), x ∈ Ā},

− inf{I(x), x ∈ Å} ≤ lim inf
λ

1

λ
log P(X(λ ·)/λ ∈ A).

On se réfèrera à la première inégalité comme à la majoration des grandes
déviations et à la seconde comme à la minoration.

Lynch et Sethuraman ont démontré que si le processus admet quelques
moments exponentiels, i.e.

Eeα|X(1)| < ∞ pour un α > 0,

la fonction de taux a pour forme

I(x) =

∫
[0,1]

Λ∗(ẋa(t)) dt + Cxs([0, 1]). (0.1)
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Autrement dit, si x est une fonction à variation bornée (assimilable de facto à
une mesure signée) et si xa +xs est sa décomposition de Lebesgue avec xa � dt
et xs ⊥ dt alors la valeur de I en x est donnée par (0.1). Sous l’hypothèse plus
forte d’existence de tous les moments exponentiels,

Eeα|X(1)| < ∞ pour tout α > 0,

les techniques de Varadhan [55] permettent d’établir un principe de grandes
déviations pour la famille 1

λ
X(λ ·), gouverné cette fois-ci par la fonctionnelle

de taux

Ĩ(x) =

∫
[0,1]

Λ∗(ẋ(t)) dt

si x est absolument continue (et admet donc une dérivée ẋ presque partout)
et +∞ sinon. Cette fonctionnelle est bien connue puisqu’elle apparâıt en 1966
dans les travaux de Schilder sur les grandes déviations du Brownien normalisé

(dans le cas particulier où Λ∗(x) = |x|2
2

est la transformée de Cramér de la
gaussienne) puis sous cette forme dans les articles de Borovkov [8] et Mogul’s-
kii [40].

Notons que si Mogul’skii [40] aborde dès 1976 l’étude des grandes déviations
de processus empiriques sous l’hypothèse d’existence de quelques moments ex-
ponentiels, ses résultats ne mettent pas en évidence la forme tout à fait par-
ticulière de la fonctionnelle donnée par (0.1). En effet, Mogul’skii établit un
principe de grandes déviations pour des processus empiriques gouverné par une
fonctionnelle de taux abstraite, qui est définie comme régularisée semi-continue
inférieure de Ĩ.

Et c’est le mérite de Lynch et Sethuraman d’avoir établi la corrélation
entre existence de quelques moments exponentiels et apparition d’un terme
supplémentaire dans la fonction de taux. Plus encore, ils ont décrit précisément
cette contribution singulière au moyen de la direction de récession de Λ∗ :

C = lim
x→∞

Λ∗(x)

x
.

La découverte de ce phénomène a entrainé de nombreux travaux dont le
point commun est l’apparition d’un terme singulier dans la fonction de taux
lors de l’étude d’un phénomène de grandes déviations en l’absence de tous les
moments exponentiels. Autour des fonctionnelles de processus gaussiens, ci-
tons, sans être exhaustif, les travaux de Bryc et Dembo [10], ainsi que ceux de
Bercu, Gamboa, Lavielle, Rouault et Zani [5, 6, 30]. Les mesures empiriques
ont été étudiées par Van den Berg, Dorlas, Ellis, Gough, Lewis et Pulé [28, 54],
Gamboa et Gassiat [29] et Léonard [36] (mesures de Poisson). Enfin, l’étude
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des processus à accroissements indépendants, en filiation directe avec l’article
de Lynch et Sethuraman, a été menée par Mogul’skii [41], De Acosta [17] et
Léonard [36].

Outre la fonction de taux et sa forme inhabituelle qu’il faut déterminer,
l’absence de tous les moments exponentiels soulève des difficultés importantes
pour établir la borne inférieure d’un principe de grandes déviations. Essayons
de les décrire et rappelons pour cela la technique de changement exponentiel
de probabilité.

Soit Xn = 1
n

∑n
1 Xi une moyenne empirique de variables réelles indépendantes

et identiquement µ-distribuées et soit Λ(λ) = log EeλX la log-Laplace associée.
Introduisons les variables X̃i dont la loi est donnée par

dµ̃

dµ
(x) = eλyx−Λ(λy)

où λy est choisi de sorte que

Λ′(λy) = y soit
EXeλyX

EeλyX
= EXeλyX−Λ(λy) = y. (0.2)

La minoration devient ainsi

lim
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n∑
1

Xi ∈ [y − δ, y + δ]

}
= lim

n→∞

1

n
log

∫
{xn∈[y−δ,y+δ]}

eλynxn−nΛ(λy)

e−λynxn+nΛ(λy)µ(dx1) · · ·µ(dxn)

≥ lim
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n∑
1

X̃i ∈ [y − δ, y + δ]

}
− (λyy − Λ(λy))− δ|y|.

Cette “translation exponentielle” permet de “transformer” un événement déviant
en un événement typique. En effet, la définition même de λy (0.2) entraine que
les variables X̃i sont centrées en y. Par suite, la loi des grands nombres nous
assure que

lim
n→∞

P

{
1

n

n∑
1

X̃i ∈ [y − δ, y + δ]

}
= 1

et l’on obtient une minoration :

lim
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n∑
1

Xi ∈ [y − δ, y + δ]

}
≥ −(λyy−Λ(λy))−δ|y| = −Λ∗(y)−δ|y|
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Fig. 1 – Cas d’une log-Laplace non-escarpée

qui entraine immédiatement la forme générale de la minoration de grandes
déviations, associée à la fonction de taux Λ∗ (conjuguée convexe de la log-
Laplace). Retenons que le point crucial de cette minoration est l’obtention
d’une solution à l’équation

Λ′(λ) = y

pour tout réel y. En d’autres termes, les pentes de la log-Laplace doivent “ba-
layer” l’ensemble des directions possibles. On parle alors d’escarpement (steep-
ness) de la log-Laplace.

Cette technique délicate et subtle qui, par comparaison, fait passer la majo-
ration de grandes déviations pour une étape rather mundane1 est due à Cramér.
Elle s’est avérée extrêmement fructueuse et a donné lieu à de nombreuses ex-
tensions parmi lesquelles les travaux de Gärtner [31] et Ellis [27].

Il apparâıt néanmoins dans la description rapide que nous en avons faite
que le changement de probabilité ne peut s’opérer sur l’exemple simple de la
moyenne empirique lorsque la log-Laplace associée n’est pas escarpée (voir Fig.
1). Ce cas de figure peut arriver en l’absence de tous les moments exponen-
tiels sans pour autant remettre en cause l’existence d’un principe de grandes
déviations.

Et c’est un fait que les travaux précédemment cités sont caractérisés par
une grande variété de techniques visant à passer outre cette difficulté, c’est à
dire essentiellement à établir des principes de grandes déviations en l’absence
du théorème de Gärtner-Ellis. Approximation discrète de la fonction de taux
chez Lynch et Sethuraman, changement exponentiel de probabilité dépendant
du temps chez Bryc et Dembo, extension ad hoc du théorème de Gärtner-Ellis(-
Baldi) chez Bercu, Gamboa et Rouault, etc.

Cette thèse s’inscrit dans la problématique précédente et son objet est
l’étude des grandes déviations de différentes mesures empiriques : la proba-
bilité empirique

1

n

n∑
i=1

δZi

et la mesure empirique MEM associée à la méthode du Maximum d’Entropie

1Stroock [53], Remarque 1.3.15, p.31
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en Moyenne
1

n

n∑
i=1

Ziδxi
.

Les variables aléatoires (Zi) considérées sont (sauf au dernier chapitre) indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.), et l’accent est mis ici sur l’existence de
quelques moments exponentiels :

∃α > 0, Eeα|Zi| < ∞.

Ainsi, nous nous sommes intéressés au théorème de Sanov dans le cas où
les fonctions-test satisfont de faibles conditions d’intégrabilité (à l’échelle des
grandes déviations) :

∃αf > 0, Eeαf |f(Zi)| < ∞.

Sans surprise, un terme s’ajoute à l’entropie relative H(·|µ), fonction de
taux habituelle :

I(`) = H(`a | µ) + Is(`s),

`a étant une probabilité et `s, une forme linéaire continue qui n’est pas σ-
additive.

Notre contribution à l’étude de la mesure empirique MEM a consisté à
établir un principe de grandes déviations dans un contexte multidimension-
nel et en s’affranchissant de l’hypothèse d’escarpement de la log-Laplace. Dès
lors, l’impossibilité d’utiliser le théorème de Gärtner-Ellis dans cette situation
nous a conduit à mettre en place une technique particulière, fondée sur la
sous-additivité et sur la notion d’approximation exponentielle, nous permet-
tant ainsi d’établir un principe de grandes déviations intermédiaire pour la
moyenne pondérée :

1

n

n∑
1

f(xi)Zi.

Nous avons illustré ces résultats par différentes applications -principe de condi-
tionnement de Gibbs, grandes déviations pour les processus- et enfin nous
avons étudié de nombreux exemples, de manière à saisir la nature particulière
des contributions singulières qui apparaissent. Rappelons quelques définitions
fondamentales :

Principe de grandes déviations On dit qu’une famille de probabilités
Pn, définies sur un espace mesurable (X , E) muni d’une topologie, satisfait un
principe de grandes déviations de fonction de taux I s’il existe une fonction I :
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X → R+ semi-continue inférieurement telle que pour tout ensemble mesurable
A,

− inf{I(x), x ∈ Å} ≤ lim inf
n

1

n
log Pn(A),

lim sup
n

1

n
log Pn(A) ≤ − inf{I(x), x ∈ Ā}.

Ici, Å et Ā désignent respectivement l’intérieur et l’adhérence de A. On parle
de bonne fonction de taux lorsque I est inf-compacte, c’est-à-dire lorsque ses
ensembles de niveau {I ≤ a} (a réel) sont compacts. Dire qu’une famille de va-
riables aléatoires Ln satisfait un principe de grandes déviations, c’est dire que
la famille de probabilités P(Ln ∈ ·) satisfait un principe de grandes déviations
au sens de la définition précédente. Rappelons enfin le point de vue plus in-
tuitif évoqué plus haut : si Ln satisfait un principe de grandes déviations et si
l’ensemble A vérifie

inf{I(x), x ∈ Å} = inf{I(x), x ∈ Ā} 4
= IA,

alors

lim
n

1

n
log P(Ln ∈ A) = −IA soit P(Ln ∈ A) ≈n e−nIA .

Borne inférieure et escarpement de la log-Laplace Une des techniques
les plus utilisées (Cramér [12], Gärtner [31], Ellis [27]) pour établir la borne
inférieure d’un principe de grandes déviations est fondée sur le changement
exponentiel de probabilité précédemment évoqué. Cette technique s’appuie sur
une propriété particulière de la log-Laplace Λ(λ) = log EeλZ . Celle-ci doit être
une fonction escarpée, c’est à dire :

– DΛ = {λ, Λ(λ) < ∞} est d’intérieur non vide.
– Λ(λ) est partout différentiable à l’intérieur de DΛ.
– limn→∞ |∇Λ(λn)| = ∞ lorsque λn est une suite appartenant à l’intérieur

de DΛ et convergeant vers un point de la frontière de DΛ.
Sous ces hypothèses, un principe de grandes déviations a lieu sous des condi-
tions relativement générales (théorème de Gärtner-Ellis).
Néanmoins, il existe des résultats de grandes déviations établis sous des hy-
pothèses moins restrictives.

Une approche alternative : la sous-additivité La généralisation du théorème
de Cramér due à Bahadur et Zabell [4] est fondée sur une idée dite de sous-
additivité attribuée à Ruelle et Lanford2. Elle permet d’établir un principe

2Bahadur et Zabell, [4], introduction.
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de grandes déviations pour la moyenne empirique d’une famille de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Xn = 1

n

∑n
1 Xi dès lors

que les variables aléatoires Xi ont quelques moments exponentiels :

Eeα|Xi| < ∞ pour un α > 0.

Ainsi, la moyenne empirique associée aux variables positives et i.i.d., distribuées
selon la loi P (dx) = C e−x

1+x3 dx, satisfait un PGD en vertu du théorème de
Bahadur et Zabell bien que la log-Laplace associée ne soit pas escarpée (voir
Fig. 1).
L’idée de la sous-additivité est la suivante : considérons la moyenne empirique
Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi d’un échantillon de variables aléatoires (Xi) i.i.d. et à valeurs

dans Rd et soit B(x, ε) la boule centrée en x et de rayon ε. Alors

Xn+m =
n

n + m

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
+

m

n + m

(
1

m

m∑
i=1

Xn+i

)
.

Par conséquent, comme B(x, ε) est convexe, on a

{
Xn ∈ B(x, ε)

}
∩

{
1/m

m∑
1

Xn+i ∈ B(x, ε)

}
⊂
{
Xn+m ∈ B(x, ε)

}
et la fonction f(n) = − log P{Xn ∈ B(x, ε)} est sous-additive : f(n + m) ≤
f(n)+f(m), ce qui assure la convergence de f(n)

n
([20], section 6.1). La conver-

gence d’une telle quantité pour toutes les boules assure, via un argument abs-
trait ([20], section 4.1), l’existence d’un principe de grandes déviations. Notons
que cette méthode, pour puissante qu’elle est, s’appuie très fortement sur la
structure d’indépendance et d’équidistribution du modèle.

Approximation exponentielle Il s’agit d’établir un principe de grandes
déviations pour un objet Ln au moyen d’approximations Lε

n : si Lε
n réalise une

approximation de Ln en un certain sens et si Lε
n satisfait (à ε fixé) un prin-

cipe de grandes déviations, est-il possible d’en déduire un principe de grandes
déviations pour Ln ?
On dit que Lε

n, à valeurs dans Rd, est une approximation exponentielle de Ln

(à valeurs dans Rd également) si

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log P {|Lε

n − Ln| > δ} = −∞, ∀δ > 0.

Dans ce cas, si Lε
n satisfait un principe de grandes déviations de fonction de

taux Iε, Ln satisfait un principe de grandes déviations faible (la majoration des
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grandes déviations n’est valide que pour les ensembles compacts) de fonction
de taux

I(z) = supδ>0 lim infε→0 infy∈B(z,ε) Iε(y)

= supδ>0 lim supε→0 infy∈B(z,ε) Iε(y).

La forme peu avenante de la fonction de taux I illustre le fait que l’application
de cette technique s’accompagne souvent d’un travail d’identification de la
fonction de taux.

Structure du document et résumé des chapitres

Chapitre 1 : Une généralisation du théorème de Sanov. Par théorème
de Sanov, on entend PGD pour la mesure empirique 1

n

∑n
i=1 δZi

d’un échantillon
(Zi) de variables i.i.d., distribuées selon une loi µ. Nous généralisons dans ce
chapitre les résultats de Groeneboom, Ooesterhoff et Ruymgaart [33] et de
Eichelsbacher et Schmock [26] en établissant un PGD pour la mesure empirique
sous une topologie plus fine que celles précédemment considérées. Ce résultat
est à rapprocher des travaux de Csiszár [13, 14] et de Schied [51].

Si f est une fonction mesurable qui admet quelques moments exponentiels :

Eeα|f(Z)| < ∞ pour un α > 0,

et si Lτ désigne l’espace vectoriel de ces fonctions, alors la probabilité empirique
1
n

∑n
i=1 δZi

satisfait un principe de grandes déviations dans un certain espace
Q muni de la topologie ∗-faible σ(Q, Lτ ) avec pour bonne fonction de taux :

I(`) = H(`a | µ) + Is(`s),

où `a est une probabilité, `s est une forme linéaire continue sur Lτ qui n’est
pas σ-additive. En particulier, `s n’est pas une mesure singulière par rapport
à µ (pour l’apparition de mesures singulières dans un contexte différent, voir
chapitre 4). Ici, H(·|µ) désigne l’entropie relative habituelle par rapport à µ :

H(ν | µ) =

∫
Σ

log
(dν

dµ

)
dν si ν � µ.

Ce résultat est établi au théorème 1.9. Notons que la topologie considérée est
beaucoup plus riche que la topologie traditionnelle de la convergence étroite
et que le PGD a lieu dans un ensemble plus grand que l’ensemble des proba-
bilités, ce qui est illustré par l’apparition d’une contribution singulière Is(`s)
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dans la fonction de taux. Ces résultats sont établis grâce au cadre fonctionnel
particulier des espaces d’Orlicz, dont les principaux résultats sont rappelés au
paragraphe 1.1.

Enfin, un exemple illustrant l’existence de parties singulières et faisant le
lien avec les “projections généralisées” de Csiszár [13, 14] est traité au para-
graphe 1.3.

Les résultats de ce chapitre et du suivant font l’objet d’un article [38] écrit
en collaboration avec Christian Léonard et actuellement soumis pour publica-
tion.

Chapitre 2 : Autour du principe de conditionnement de Gibbs. Les
grandes déviations sont intimement liées aux problèmes de mécanique statis-
tique. Ainsi, Stroock et Zeitouni [52] ont établi un principe de conditionnement
de Gibbs à l’aide du théorème de Sanov ([20], théorème 7.3.3, corollaire 7.3.5).
Dans ce chapitre, nous généralisons leurs travaux en suivant leur stratégie,
munis cette fois de la généralisation du théorème de Sanov établie au chapitre
précédent. Si LY

n = 1
n

∑n
1 δYi

désigne la mesure empirique associée aux variables
Yi et si A0 est un ensemble convexe mesurable pouvant être approximé par des
fermés (Aδ)δ>0 (voir les hypothèses au paragraphe 2.1), alors

lim
n→∞

P
(
(Y1, . . . , Yk) ∈ · | LY

n ∈ A0

)
= νk

∗ (·), (0.3)

où ν∗ est une probabilité reliée (il s’agit de la projection généralisée introduite
par Csiszár dans [14]) aux minimisants de I, fonction de taux associée au
théorème de Sanov généralisé, sous la contrainte A0. La convergence (0.3) a
lieu pour la topologie de la convergence étroite :

E[f(Y1, · · · , Yk)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
Xk

f(y1, · · · , yk)ν∗(dy1) · · · ν∗(dyk)

pour n → ∞ suivi de δ → 0 et si f est une fonction-test à valeurs réelles
continue bornée (théorème 2.5). Si f a tous ses moments exponentiels, i.e.
Eeα|f(Yi)| < ∞ pour tout α réel, alors on a également

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
X

f(y1)ν∗(dy1).

Ce résultat est démontré au théorème 2.11. Enfin, si f n’admet que quelques
moments exponentiels, i.e. Eeα|f(Yi)| < ∞ pour un α > 0, alors la conver-
gence précédente n’a en général plus lieu (phénomène de butée). Des résultats
précisant ce point sont établis au paragraphe 2.5.3 (théorème 2.16).
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On notera que tous les résultats précédemment cités ne nécessitent pas la condi-
tion suivante de loi des grands nombres sous-jacente :

lim
n→∞

νn
∗ ({LY

n ∈ Aδ}) = 1, ∀δ > 0.

Cette condition peut même ne pas être vérifiée comme en témoigne l’exemple
étudié au paragraphe 2.4.

Chapitre 3 : Un théorème de Cramér pour une moyenne empi-
rique pondérée. Dans ce chapitre, nous étudions les grandes déviations de
la moyenne empirique pondérée

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

f(xn
i )Zi,

où (Zi)i∈N est une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs Rd satisfaisant :

Eeα|Z| < +∞ pour un α > 0,

et 1
n

∑n
1 δxn

i
converge étroitement vers la probabilité R. Comme on s’affran-

chit de l’hypothèse d’escarpement de la log-Laplace, le principe de grandes
déviations considéré ne découle pas des théorèmes classiques. En particulier,
les hypothèses du théorème de Gärtner-Ellis ne sont pas forcément vérifiées.
Par suite, une partie importante de ce chapitre est consacrée à la preuve du
principe de grandes déviations. On remarquera que, du fait de l’utilisation
d’une technique d’approximation exponentielle, l’identification de la fonction
de taux est assez délicate (section 3.2.2). Le résultat principal du chapitre est
le théorème 3.2.
Deux contre-exemples sont construits au paragraphe 3.1.3 lorsque la probabilité
R ne satisfait pas la condition suivante de stricte positivité :

si U est un ouvert non vide, alors R(U) > 0.

Les résultats de ce chapitre et du suivant font l’objet d’un article [42] accepté
pour publication dans Electronic Journal of Probability.

Chapitre 4 : Principe de grandes déviations pour le maximum d’en-
tropie en moyenne. Nous récoltons ici les fruits du travail réalisé au cha-
pitre précédent. On établit dans un premier temps un principe de grandes
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déviations pour la mesure empirique associée au Maximum d’entropie en moyenne
(qu’on appelle dans la suite mesure MEM) :

Ln =
1

n

n∑
1

Zi δxn
i
.

Ce résultat est l’objet du théorème 4.1. Il constitue une généralisation des
travaux de Gamboa et Gassiat (voir [29]). De ce PGD découlent des principes
de grandes déviations pour certains processus empiriques (théorèmes 4.7 et
4.8).

Chapitre 5 : Grandes déviations pour des variables indépendantes
mais non identiquement distribuées On s’intéresse à nouveau dans ce
chapitre à la moyenne empirique 1

n

∑n
1 f(xi)Zi dans le cas où les variables Zi

sont indépendantes mais ne sont plus identiquement distribuées. Il s’agit plus
précisément, d’autoriser la distribution de la variable Zi à dépendre du “site”
xi. De tels objets apparaissent naturellement en estimation par la technique du
Maximum d’entropie en moyenne. On introduit une distance entre probabilités,
que l’on nomme distance d’Orlicz-Wasserstein, pour formaliser clairement
cette dépendance :

dOW (P, Q) = inf
η

inf

{
a > 0;

∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a

)
η(dzdz′) ≤ 1

}
,

l’infimum étant pris sur l’ensemble des probabilités η dont les marginales sont
P et Q. Cette distance, qui permet de mesurer la “proximité exponentielle” de
deux distributions, semble bien adaptée à l’étude des grandes déviations. Elle
nous permet d’exprimer la dépendance de la loi de Zi au site xi en termes de
continuité de l’application qui à xi associe la loi de Zi. Après avoir étudié la
distance d’Orlicz-Wasserstein et donné quelques exemples au paragraphe 5.1,
on établit le principe de grandes déviations pour la moyenne empirique :

1

n

n∑
1

f(xi)Zi

au théorème 5.3 en suivant de près la technique développée au chapitre 3.
Malheureusement, le procédé d’approximation est plus complexe dans ce cas
et ne nous permet pas (encore) de donner une forme explicite à la fonction de
taux.
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Chapitre 1

Une extension du théorème de
Sanov
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Soit (Yi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), de loi µ sur un espace mesurable (Σ,A). Les mesures
empiriques

LY
n =

1

n

n∑
i=1

δYi

(δa est la mesure de Dirac en a) sont des éléments aléatoires de l’ensemble P
des probabilités sur (Σ,A).

Le théorème de Sanov

Le théorème de Sanov décrit le comportement asymptotique de

1

n
log P(LY

n ∈ ·)

lorsque n tend vers l’infini, au moyen d’un principe de grandes déviations
(PGD). La fonction de taux associée est donnée, pour tout ν ∈ P , par l’entropie



20 Une extension du théorème de Sanov

relative par rapport à µ :

H(ν | µ) =

∫
Σ

log
(dν

dµ

)
dµ si ν � µ

et +∞ sinon. Pour ce PGD, la topologie sur P est σ(P , B). C’est la topologie
la moins fine rendant les fonctionnelles ν ∈ P 7→

∫
Σ

f dν ∈ R continues pour
toute fonction f mesurable et bornée (∈ B) sur Σ.
Dans ce chapitre, ce PGD est étendu en considérant une topologie plus forte.
Les fonctions-test définissant la topologie ne sont plus bornées. On considère
maintenant l’espace Lτ de toutes les fonctions f qui ont quelques moments
exponentiels par rapport à µ :∫

Σ

ea|f | dµ < ∞, pour un a > 0. (1.1)

L’espace d’états dans lequel évolue la mesure empirique LY
n = 1

n

∑n
i=1 δYi

n’est
plus l’ensemble des probabilités P . C’est l’ensemble plus grand Q de toutes les
formes linéaires positives sur Lτ et de masse totale unité. La topologie sur Q
est σ(Q,Lτ ) et la fonction de taux I est de la forme suivante (pour tout ` ∈ Q
vérifiant I(`) < ∞) :

I(`) = H(`a | µ) + sup

{
〈`s, f〉; f,

∫
Σ

ef dµ < ∞
}

,

où ` = `a + `s se décompose de manière unique en la somme d’une mesure de
probabilité `a, qui est absolument continue par rapport à µ, et d’une forme
linéaire positive `s sur Lτ qui n’est plus σ-additive. En particulier, sa masse
est 〈`s,1〉 = 0, sans pour autant que `s ≥ 0 soit nulle ! Pour l’énoncé précis du
théorème de Sanov, voir le théorème 1.9 ci-dessous. L’existence de telles formes
linéaires est mise en évidence sur un exemple particulier au paragraphe 1.3.

La littérature

Sanov [50] a démontré le PGD pour LY
n dans le cadre où Σ = R et pour

la topologie de la convergence étroite sur P . Ce théorème a été étendu au cas
où Σ est un espace polonais par Donsker et Varadhan [22] et par Bahadur et
Zabell [4] dans le cas où on considère la topologie de la convergence étroite.
Groeneboom, Oosterhoff et Ruymgaart [33] se sont affranchis de l’hypothèse
d’espace polonais et ont obtenu un théorème de Sanov pour la τ -topologie
σ(P , B). De Acosta a amélioré ce résultat et simplifié la preuve dans [18].
Dans [14], Csiszár démontre un théorème de Sanov dans un cadre général via



1.1 Introduction aux espaces d’Orlicz 21

une approche alternative fondée sur la projection en information. Dans [25],
Eichelsbacher et Schmock considèrent les mesures U -empiriques

LY,k
n =

1

n · · · (n− k + 1)

∑
(i1,...,ik)

δ(Xi1
,...,Xik

),

où la sommation est effectuée sur tous les k-uplets (i1, . . . , ik) pour lesquels les
indices ij sont à valeurs {1, . . . , n} et deux à deux distincts. Le cas particulier où
k = 1 est une extension du théorème de Sanov. En effet, la topologie considérée
est plus forte que la τ -topologie habituelle. La fonction de taux reste cependant
l’entropie relative habituelle. La borne inférieure est obtenue pour une topologie
qui est un peu plus faible que σ(Pτ ,Lτ ). Quant à la borne supérieure, elle est
obtenue pour une topologie sur P qui est plus faible que σ(Pτ ,Mτ ), où Mτ est
l’espace des fonctions f qui ont tous leurs moments exponentiels par rapport
à µ : ∫

Σ

ea|f | dµ < ∞, pour tout a > 0 (1.2)

et Pτ représente l’ensemble des probabilités qui intègrent toutes les fonctions
de Lτ ou Mτ . En résumé, notre résultat généralise les travaux d’Eichelsbacher
et Schmock dans le cas où k = 1. En revanche, lorsque k ≥ 2, le PGD pour
LY,k

n dans [25] n’est pas une conséquence de nos résultats et fait intervenir des
techniques de preuves différentes.

1.1 Introduction aux espaces d’Orlicz

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments concernant les es-
paces d’Orlicz et leurs espaces duals. Il s’agit en effet du cadre fonctionnel que
nous utiliserons pour proposer une extension du théorème de Sanov.

1.1.1 Définitions et résultats élémentaires

Une fonction de Young θ est une fonction à valeurs dans [0, +∞], paire,
convexe et satisfaisant :

θ(0) = 0

lim
s→+∞

θ(s) = +∞

∃s0 > 0, θ(s0) < +∞.
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Etant donnée une probabilité µ sur un espace mesurable (Σ,A), on considère
les espaces vectoriels suivants :

Lθ =

{
f : Σ → R, f mesurable, ∃a > 0,

∫
Σ

θ
(f

a

)
dµ < ∞

}
,

Mθ =

{
f : Σ → R, f mesurable, ∀a > 0,

∫
Σ

θ
(f

a

)
dµ < ∞

}
.

Conformément à l’usage, Lθ et Mθ correspondent aux espaces Lθ et Mθ

quand les fonctions µ-presque sûrement égales sont identifiées. On munit Lθ de
la norme de Luxemburg suivante :

‖f‖θ = inf

{
a > 0,

∫
Σ

θ
(f

a

)
dµ ≤ 1

}
. (1.3)

(Lθ, ‖.‖θ) est alors un espace de Banach appelé espace d’Orlicz associé à θ. De
manière évidente, Mθ est un sous-espace de Lθ. Si θ est une fonction partout
finie, alors Mθ est l’adhérence de l’ensemble des fonctions en escalier

∑n
i=1 ai1Ai

pour la norme ‖ · ‖θ. On pourra se référer aux ouvrages [2], [43].
Ce formalisme permet en particulier de définir les espaces Lp(µ) pour 1 ≤

p ≤ ∞. En effet, introduisons, dans le cas où p < ∞ :

θp(x) =
|x|p

p
.

Ainsi, Lθp = {f ,
∫
|f |p dµ < ∞} et ‖f‖θp = (

∫
|f |p dµ/p)1/p, norme équivalente

à la norme usuelle ‖f‖p. Pour définir L∞(µ), introduisons

θ∞(x) =

{
|x| si |x| ≤ 1
+∞ sinon.

.

Dans ce cas, Lθ∞ est l’ensemble des fonctions µ-presque sûrement bornées et
‖f‖θ∞ = ‖f‖∞.

1.1.2 Dualité dans les espaces d’Orlicz

Considérons maintenant θ∗, conjuguée convexe de la fonction θ :

θ∗(t) = sup
s∈R

{st− θ(s)}.

Il est immédiat de constater que θ∗ est également une fonction de Young. Ainsi,
on peut considérer l’espace d’Orlicz Lθ∗ . Par exemple,

θ∗p(t) = sup
s∈R

{st− θp(s)} = θq(t),
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où 1
p

+ 1
q

= 1. Les relations entre le dual topologique de Lθ et Lθ∗ sont expli-
citées ci-dessous.

Soient f ∈ Lθ et g ∈ Lθ∗ , alors l’inégalité suivante, dite de Young, généralise
l’inégalité de Hölder habituelle :

fg ∈ L1(µ) et

∫
Σ

|fg| dµ ≤ 2‖f‖θ‖g‖θ∗ . (1.4)

On dit qu’une fonction de Young θ satisfait la condition ∆2 s’il existe une
constante K > 0 et un réel s0 ≥ 0 tels que pour tout s ≥ s0 on ait :

θ(2s) ≤ Kθ(s)

(pour plus de détails, voir par exemple [43], Corollaire 5, p. 77). Ainsi, pour
1 ≤ p < ∞, la fonction θp satisfait la condition ∆2.
Grâce à (1.4), toute fonction g ∈ Lθ∗ définit une forme linéaire continue sur Lθ

pour le crochet de dualité 〈f, g〉 =
∫

fg dµ. Le dual topologique de (Lθ, ‖.‖θ)
peut, dans le cas général être plus grand que Lθ∗ . Cependant, le résultat suivant
est toujours vrai.

Théorème 1.1 Considérons une fonction de Young θ partout finie et sa conjuguée
convexe θ∗. Le dual topologique de Mθ peut être identifié à Lθ∗ :

M ′
θ ' Lθ∗ ,

ce qui signifie qu’à toute forme linéaire continue ` ∈ M ′
θ, on peut associer une

fonction g` ∈ Lθ∗ telle que

〈`, f〉 =

∫
fg` dµ, ∀f ∈ Mθ.

Pour une démonstration de ce résultat, voir par exemple [43] ou ([37], Section
4).

Théorème 1.2 Si θ satisfait la condition ∆2, alors Lθ = Mθ et par conséquent
L′θ ' Lθ∗

On retrouve ainsi, lorsque θp(x) = |x|p
p

, le résultat de dualité habituel dans les

espaces Lp : L′θp
= Lθq pour 1 ≤ p < ∞ et 1

p
+ 1

q
= 1.

Comme Lθ est un espace de Riesz (voir par exemple [9] pour la définition), on
peut définir, pour toute forme linéaire continue ` ∈ L′θ, sa valeur absolue |`|.
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Définition 1.3 Etant donnée une forme linéaire continue ` ∈ L′θ, on dit que
` est singulière par rapport à µ s’il existe une suite décroissante (au sens de
l’inclusion) d’ensembles mesurables (Ak) satisfaisant :

lim
k

µ(Ak) = 0 et 〈|`|,1Σ\Ak
〉 = 0, ∀k ≥ 1.

On note par Ls
θ le sous-espace de tous les éléments de L′θ singuliers par rapport

à µ.

Théorème 1.4 Si θ est une fonction de Young partout finie, alors le dual
topologique L′θ de (Lθ, ‖ · ‖θ) est la somme directe :

L′θ ' (Lθ∗ · µ)⊕ Ls
θ.

De ce fait, toute forme linéaire continue ` sur Lθ se décompose de manière
unique en ` = `a + `s où `a et `s sont ‖ · ‖θ-continues , `a est une mesure
absolument continue par rapport à µ dont la dérivée de Radon-Nikodym satisfait
d`a

dµ
∈ Lθ∗ et `s est une forme linéaire singulière par rapport à µ (qui, en général,

n’est pas une mesure).

Pour une preuve de ce résultat, on pourra se référer à ([35], théorème 2.2)
ou ([37], théorème 4.3). `a est appelée partie absolument continue de ` et `s sa
partie singulière.

Proposition 1.5 Si θ est une fonction de Young partout finie, alors pour toute
fonction f ∈ Mθ et `s ∈ Ls

θ, on a 〈`s, f〉 = 0.

Pour une preuve de ce résultat, on pourra se référer à [35] ou ([37], Propo-
sition 4.2). Le lemme qui suit est un lemme de structure détaillant la contribu-
tion de la partie singulière et de la partie absolument continue de toute forme
linéaire continue ` ∈ L′θ.

Lemme 1.6 Soit ` ∈ L′θ. Alors, pour toute fonction f ∈ Lθ,

1. limn→∞〈`, fn〉 = 〈`a, f〉 où (fn) est n’importe quelle suite de fonctions me-
surables bornées qui converge ponctuellement vers f et telle que |fn| ≤
|f |, pour tout n ≥ 1,

2. limn→∞〈`,1{|f |>n}f〉 = 〈`s, f〉.

Preuve. 1. Comme fn est bornée, 〈`s, fn〉 = 0 (voir proposition 1.5). Par
conséquent

〈`, fn〉 = 〈`a, fn〉 =

∫
fn

d`a

dµ
dµ,
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avec d`a

dµ
∈ Lθ∗ . La limite découle du théorème de convergence dominée.

2. On a

〈`,1{|f |>n}f〉 = 〈`s,1{|f |>n}f〉+ 〈`a,1{|f |>n}f〉.

Le théorème de convergence dominée implique que limn→∞〈`a,1{|f |>n}f〉 = 0
et comme 1{|f |≤n}f est bornée, 〈`s, f〉 = 〈`s,1{|f |>n}f〉 (voir proposition 1.5).
2

1.1.3 Espaces d’Orlicz et conditions de moments expo-
nentiels

Les espaces d’Orlicz sont particulièrement adaptés à l’expression de condi-
tions portant sur les moments exponentiels de variables aléatoires. En effet,
considérons

γ(s) = es − s− 1 et τ(s) = γ(|s|). (1.5)

Alors τ est une fonction de Young et les équivalences suivantes sont immédiates :

(
∃a > 0,

∫
Σ

ea|f(y)| µ(dy) < +∞
)

⇔ f ∈ Lτ ,(
∀a > 0,

∫
Σ

ea|f(y)| µ(dy) < +∞
)

⇔ f ∈Mτ .

Dans le cas où f ∈ Lτ , on dit que f admet quelques moments exponentiels. Si
f ∈Mτ , on dit que f a tous ses moments exponentiels.

1.2 Une extension du théorème de Sanov

Dans ce paragraphe, nous énonçons et démontrons une extension du théorème
de Sanov. Nous nous attachons dans un premier temps à préciser le cadre fonc-
tionnel dans lequel nous allons travailler.

1.2.1 Enoncé du théorème de Sanov étendu

Considérons Lτ et son dual algébrique L∗τ . On remarquera que les fonctions
égales presque sûrement ne sont pas identifiées quand on travaille dans Lτ . On
munit L∗τ de la topologie ∗-faible (notée σ(L∗τ ,Lτ )), c’est-à-dire de la topologie
la plus faible rendant continues les applications linéaires Gf : ` ∈ L∗τ 7→ 〈`, f〉,
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f ∈ Lτ . On munit d’autre part L∗τ d’une tribu E qui est la plus petite tribu ren-
dant les applications Gf mesurables. On s’attache ici à démontrer un principe
de grandes déviations pour la mesure empirique

LY
n =

1

n

n∑
i=1

δYi

vue comme un élément de L∗τ . Les {Yi}i≥1 sont des variables aléatoires i.i.d.
selon la loi µ :

Yi : (Ω, P) → (Σ, µ).

Ici, E dénote l’espérance par rapport à P.

Une identification fonctionnelle. On fera, dans le reste du chapitre, l’iden-
tification fonctionnelle suivante :

Lτ∗ ⊂ L′τ ⊂ L∗τ ⊂ L∗τ , (1.6)

où
· Lτ∗ est l’espace d’Orlicz associé à la fonction de Young τ ∗

· L′τ (resp. L∗τ ) est le dual topologique (resp. algébrique) de Lτ et
· L∗τ est le dual algébrique de Lτ .

La première inclusion se comprend de la manière suivante : soit f ∈ Lτ∗ , alors
fµ ∈ L′τ au sens où

g ∈ Lτ −→
∫

gf dµ

est une forme linéaire et continue du fait de l’inégalité de Hölder pour les es-
paces d’Orlicz (voir 1.4). La seconde inclusion est évidente. Pour ce qui est de la
troisième inclusion, soit ` ∈ L∗τ . Considérons ˜̀ définie sur L∗τ par 〈˜̀, f〉 = 〈`, ḟ〉
où f ∈ Lτ et ḟ ∈ Lτ est la classe d’équivalence de f par rapport à l’égalité
µ-presque sûrement. L’application ˜̀ est bien définie sur Lτ , elle est linéaire.
C’est donc un élément de L∗τ .

L’espace d’états. Considérons

Q 4
= { ` ∈ L∗τ ; ` ≥ 0, 〈`,1〉 = 1 }.

On le munit de la tribu induite par E sur Q, notée EQ. Remarquons que Lτ ,
Q, E et EQ dépendent de µ.
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L’entropie relative étendue. Considérons la fonction suivante, définie sur
L∗τ :

I(`) =

{ ∫
Σ

log
(

d`a

dµ

)
d`a + supf∈Dµ

〈`s, f〉 si ` ∈ Q ∩ L′τ
+∞ sinon

,

où ` = `a + `s est la décomposition énoncée au théorème 1.4, et

Dµ = {f ∈ Lτ ; E ef(Y ) < ∞}.

Remarque 1.7 On notera que, du fait de l’identification (1.6), l’ensemble
Q∩ L′τ est bien défini.

Définition 1.8 On appelle la fonction I(`) l’entropie relative étendue de ` par
rapport à µ.

Si ` ∈ L′τ alors ` = `a + `s (cf. théorème 1.4) et on notera I(`) = Ia(`
a) +

Is(`
s) où :

Ia(`) =

∫
Σ

log
(d`a

dµ

)
d`a,

Is(`) = sup{〈`s, f〉; f, E ef(Y ) < ∞}.

Le principe de grandes déviations. Nous avons désormais tous les éléments
pour énoncer le principe de grandes déviations.

Théorème 1.9 La famille de mesures empiriques {LY
n }n≥1 satisfait un prin-

cipe de grandes déviations dans Q muni de la tribu EQ et de la topologie
σ(Q,Lτ ), de fonction de taux I. Cela signifie que

1. Pour tout fermé mesurable F de Q,

lim sup
n→∞

1

n
log P(LY

n ∈ F ) ≤ − inf
`∈F

I(`).

2. Pour tout ouvert mesurable G de Q,

lim inf
n→∞

1

n
log P(LY

n ∈ G) ≥ − inf
`∈G

I(`).

De plus, I est convexe et c’est une bonne fonction de taux : ses ensembles de
niveau {I ≤ α} sont compacts.

Le théorème est démontré au paragraphe 1.2.4.
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Remarque 1.10 Supposons que I(`) < ∞, alors ` ∈ L′τ , `a ≥ 0 et du fait de
la proposition 1.5, 〈`a,1〉 = 1. Ainsi d`a

dµ
est une densité de probabilité et Ia est

proche de l’entropie relative habituelle H(· | µ). La différence provient du fait
que Ia est définie sur L∗τ alors que H est définie sur P .

Remarque 1.11 La trace de la décomposition de L′τ en composante absolu-
ment continue et en composante singulière (théorème 1.4) sur Q est Q∩ L′τ =(
Lτ∗ ∩ P

)
⊕ (Ls

τ ∩ {` ≥ 0}).

Remarque 1.12 On ne peut pas espérer un PGD avec la bonne fonction de
taux H(· | µ). En effet, A. Schied a prouvé dans [51] que si la topologie est trop
fine (il considère une topologie τφ où φ admet quelques moments exponentiels),
alors {H ≤ α} n’est plus compact. Le même argument est valable dans notre
contexte :

{` ∈ Q; H(`a) ≤ α}

= {fµ; f ∈ Lτ∗ , f ≥ 0,

∫
Σ

f dµ = 1,

∫
Σ

f log f dµ ≤ α}+ (Ls
τ ∩ {` ≥ 0}),

qui n’est évidemment pas compact. En effet, Ls
τ est un espace vectoriel et

{` ≥ 0}, un cône. Par conséquent, si  ∈ Ls
τ ∩ {` ≥ 0}, il en va de même pour

tout α  où α > 0. L’ensemble considéré n’est, de fait, pas compact.

On note Pτ,µ l’ensemble des probabilités qui intègrent toutes les fonctions
de Mτ (µ) :

Pτ,µ = {ν ∈ P ;

∫
Σ

|f | dν < ∞,∀f ∈Mτ}.

On le munit de la tribu σ
(
ν 7→

∫
Σ

f dν; f ∈Mτ

)
et de la topologie σ(Pτ,µ,Mτ ).

Corollaire 1.13 La famille de mesures empiriques {LY
n }n≥1 satisfait un prin-

cipe de grandes déviations dans (Pτ,µ, σ(Pτ,µ,Mτ )) avec pour bonne fonction
de taux :

H(ν | µ) =

{ ∫
Σ

log
(

dν
dµ

)
dν si ν � µ

+∞ sinon.
.

Nous retrouvons ainsi un résultat de Eichelsbacher et Schmock ([25], théorème
1.8).
Preuve. C’est une conséquence directe du principe de contraction appliqué à
la transformation ` ∈ Q → `|Mτ ∈ M∗

τ . En effet, la proposition 1.1 implique
que `|Mτ = `a

|Mτ
= `a (ici, la dernière égalité est une identification). De ce

fait, inf{I(`); `|Mτ = ν} = inf{Ia(ν) + Is(`
s); `a = ν} = Ia(ν) = H(ν | µ). Le
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caractère continu de la transformation considérée étant évident, on en déduit
le résultat. 2

1.2.2 Preuve du PGD

Le lemme 1.14 ci-dessous énonce le PGD avec la fonction de taux Θ∗ ex-
primée comme la conjuguée convexe de

Θ(f) = log E ef(Y ) = log

∫
Σ

ef dµ ∈ (−∞, +∞], f ∈ Lτ .

Lemme 1.14 La famille de mesures empiriques {LY
n }n≥1 satisfait un PGD (au

sens du théorème 1.9) dans L∗τ muni de la tribu E et de la topologie σ(L∗τ ,Lτ )
avec la bonne fonction de taux Θ∗(`) = supf∈Lτ

{〈`, f〉 −Θ(f)}.

Preuve. La preuve est basée sur une technique de limite projective. Du fait du
corollaire 4.6.9 [20] du théorème de Dawson-Gärtner, il est suffisant de vérifier
que pour tout d ≥ 1 et f1, . . . , fd ∈ Lτ , (〈LY

n , f1〉, . . . , 〈LY
n , fd〉) satisfait un

PGD.
Mais (〈LY

n , f1〉, . . . , 〈LY
n , fd〉) = 1

n

∑n
i=1(f1(Yi), . . . , fd(Yi)) = 1

n

∑n
i=1

~f(Yi) où
~f(x) =

(
f1(x), . . . , fd(x)

)
est une fonction à valeurs Rd. De ce fait, {~f(Yi)}

apparâıt comme une suite de variables aléatoires i.i.d., à valeurs Rd. Comme
d’autre part f1, · · · , fd ∈ Lτ , ~f(Yi) admet quelques moments exponentiels.
On peut donc appliquer le théorème de Cramér dans Rd ([20], théorème 6.1.3

et corollaire 6.1.6) et 1
n

∑n
i=1

~f(Yi) satisfait un PGD dans Rd avec la bonne
fonction de taux

Id(x) = sup
λ∈Rd

{λ · x− log E eλ·~f(Y )}, x ∈ Rd.

Le théorème de Dawson-Gärtner entraine que LY
n = 1

n

∑n
i=1 δYi

satisfait un
PGD de bonne fonction de taux (définie pour tout ` ∈ L∗τ ,) donnée par :

sup{
d∑

i=1

λi〈`, fi〉 − log E e
∑

λifi(Y ); d ≥ 1, λ ∈ Rd, f1, · · · , fd ∈ Lτ}

= sup
f∈Lτ

{〈`, f〉 − log E ef(Y )} = Θ∗(`),

ce qui est le résultat désiré. 2
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1.2.3 Identification de la fonction de taux

Nous établissons dans ce paragraphe l’identité I = Θ∗ (proposition 1.18).
Les lemmes 1.15 et 1.16 sont des résultats préliminaires utiles dans la suite.
On considère

J(`) = sup
f∈Lτ

{
〈`− µ, f〉 −

∫
Σ

γ(f) dµ

}
,

où γ est donnée par (1.5).

Lemme 1.15 Soit ` ∈ L∗τ , alors

1. Θ∗(`) < ∞⇒ ` ∈ L∗τ ,

2. J(`) ≤ Θ∗(`),

3. Θ∗(`) < ∞⇒ ` ∈ Q ∩ L′τ .

Preuve. 1. Il suffit de montrer que ` est constante sur les classes d’équivalence de
Lτ ou encore que 〈`, f〉 = 0 si f ∈ Lτ est nulle µ-p.p. Considérons donc f ∈ Lτ ,
nulle µ-p.s. Alors, pour tout réel λ, Θ(λf) = 0 et λ〈`, f〉 ≤ Θ∗(`) + Θ(λf) =
Θ∗(`). De ce fait, Θ∗(`) < ∞ implique que 〈`, f〉 = 0. Ainsi ` est constante sur
les classes d’équivalence et ` ∈ L∗τ .
2. Comme pour tout t ≥ 0, log t ≤ t− 1, on a −E ef(Y ) + 1 ≤ − log E ef(Y ) et

J(`) = sup
f∈Lτ

{
〈`, f〉 −

∫
Σ

(ef − 1) dµ

}
≤ Θ∗(`).

3. Soit ` tel que Θ∗(`) < ∞. D’après 1., ` ∈ L∗τ . Pour tout f ∈ Lτ ,

〈`− µ, f〉 ≤ J(`) +

∫
Σ

γ(f) dµ.

Comme γ(s) ≤ γ(|s|) = τ(s), on a

〈`− µ, f〉 ≤ J(`) +

∫
Σ

τ(f) dµ.

En choisissant η = ±1/‖f‖τ quand f 6= 0, la définition même de la norme de
Luxemburg (1.3) entraine que

∫
Σ

τ(ηf) dµ = 1, ce qui implique que

|〈`− µ, f〉| ≤ (J(`) + 1)‖f‖τ .

Cette inégalité reste vraie avec ‖f‖τ = 0. Du fait que

J(`) ≤ Θ∗(`) < ∞,
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` − µ, élément de L∗τ , est continue pour la norme ‖ · ‖τ , soit ` − µ ∈ L′τ .
Remarquons maintenant que µ est un élément de L′τ :

|
∫

f dµ| ≤ 2‖f‖τ‖1‖τ∗ , pour tout f ∈ Lτ .

Par conséquent, ` ∈ L′τ , i.e. ` est une forme linéaire continue sur Lτ .
Supposons que 〈`,1〉 = a 6= 1. Alors Θ∗(`) ≥ 〈`, λ1〉 − log E eλ1 = λ(a− 1) qui
tend vers l’infini quand λ tend vers l’infini avec le signe de a− 1 si a 6= 1. Par
conséquent, 〈`,1〉 = 1 si Θ∗(`) < ∞.
Supposons maintenant qu’il existe f > 0 avec 〈`, f〉 < 0. Si λ ≥ 0, alors
Θ∗(`) ≥ 〈`,−λf〉 − log E e−λf ≥ 〈`,−λf〉. Cette dernière quantité tend vers
+∞ quand λ tend vers +∞. De ce fait, Θ∗(`) < ∞ implique que ` ≥ 0. Le
lemme 1.15 est démontré. 2

Lemme 1.16 Pour tout élément ` de L′τ , Θ∗(`) = Θ∗(`a) + sup{〈`s, f〉; f ∈
dom Θ} où dom Θ = {f ∈ Lτ , Θ(f) < ∞} est le domaine effectif de Θ.

Remarque 1.17 Rappelons que Dµ = {f ∈ Lτ ; E ef(Y ) < ∞}. Il est alors
immédiat de constater que dom Θ = Dµ.

Preuve. Remarquons dans un premier temps que si ` ∈ L′τ ,

Θ∗(`) = sup
f∈Lτ

{〈`, f〉 −Θ(`)}

= sup
f∈Lτ

{〈`, f〉 −Θ(`)}

Cela provient du fait que ` est constante sur les classes d’équivalence de Lτ .
On introduit d’abord quelques notations usuelles en analyse convexe. Soit A un
sous-ensemble convexe de Lτ et soit ` un élément de L′τ . L’indicatrice convexe
de A est

δ(f | A) =

{
0 si f ∈ A,
+∞ sinon.

Sa conjuguée convexe

δ∗(`|A) = sup
f∈Lτ

{〈`, f〉 − δ(f | A)} = sup
f∈A

〈`, f〉

est appelée fonction de support de A. Pour tout ` ∈ L′τ , on a

Θ∗(`) = sup
f∈Lτ

{〈`a, f〉 −Θ(f) + 〈`s, f〉 − δ(f |dom Θ)}

≤ Θ∗(`a) + δ∗(`s|dom Θ).
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Pour montrer l’inégalité inverse, considérons u, v éléments de Lτ et soit n ≥ 1.
On considére fu,v,n = 1{|v|≤n}(−n ∨ u ∧ n) + 1{|v|>n}v. Alors,

Θ∗(`) ≥ 〈`, fu,v,n〉 −Θ(fu,v,n)

≥ 〈`,1{|v|≤n}(−n ∨ u ∧ n)〉+ 〈`,1{|v|>n}v〉 −Θ(fu,v,n).

Le lemme de structure (lemme 1.6) entraine que les deux éléments du membres
de droite de l’inégalité convergent vers 〈`a, f〉+ 〈`s, f〉. Le théorème de conver-
gence dominée entraine la convergence de Θ(fu,v,n) vers Θ(f). Cela complète
la preuve de la proposition. 2

Proposition 1.18 L’identité Θ∗ = I a lieu sur L∗τ .

Preuve. Le lemme 1.15, 3. entraine que le domaine effectif de Θ∗ est inclus dans
Q∩ L′τ . Le lemme 1.16 entraine, quant à lui, que :

∀` ∈ L′τ , Θ∗(`) = Θ∗(`a) + Is(`
s).

En tenant compte de la remarque 1.11, il reste à prouver que pour tout ` ∈
P ∩ Lτ∗ , Θ∗(`) = H(` | µ). Soit ` = hµ appartenant à P ∩ Lτ∗ , c’est-à-dire
h ∈ Lτ∗ , h ≥ 0,

∫
Σ

h dµ = 1. Si f ∈ dom Θ, on obtient par un calcul direct :

Θ(f) = inf
λ∈R

{
−λ− 1 + eλ

∫
Σ

ef dµ

}
. (1.7)

Par conséquent,

Θ∗(hµ) = sup
f∈dom Θ

{〈hµ, f〉 −Θ(f)}

= sup
λ∈R,f∈dom Θ

{
〈hµ, f〉+ λ + 1− eλ

∫
Σ

ef dµ

}
(a)
= sup

λ∈R,f∈dom Θ

{
〈hµ, λ + f〉 −

∫
Σ

(eλ+f − 1) dµ

}
= sup

g∈dom Θ

{∫
Σ

hg dµ−
∫

Σ

(eg − 1) dµ

}
(b)
=

∫
Σ

(h log h− h + 1) dµ

(c)
=

∫
Σ

h log h dµ = H(hµ | µ),

où (a) et (c) proviennent du fait que µ et hµ sont des mesures de probabilité et
(b) provient d’un résultat général de R. T. Rockafellar ([45], théorème 2), en
remarquant que la conjuguée convexe de es−1 est t log t− t+1. Cela complète
la preuve de la proposition. 2
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1.2.4 Fin de la preuve

Preuve. Le PGD dans σ(L∗τ ,Lτ ) est démontré au lemme 1.14 avec pour bonne
fonction de taux Θ∗ qui est convexe en tant que conjuguée. La proposition 1.18
établit l’identité Θ∗ = I. Enfin, comme le domaine de I est inclus dans Q (voir
pour cela le lemme 1.15), le PGD a lieu dans Q ([20], lemme 4.1.5(b)). Ceci
achève la preuve du théorème. 2

1.3 Application à l’exemple de Csiszár

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence l’existence d’un minimisant
de l’entropie relative étendue sous contrainte linéaire avec une partie singulière
non nulle. Nous travaillons avec une mesure de probabilité qui apparâıt déjà
dans ([14], exemple 3.2) et dans ([20], exercice 7.3.11). Soit µ la probabilité
définie sur Σ = [0, +∞) par

µ(dy) = c
e−y

1 + y3
dy.

Soit {Yi} une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs [0, +∞) et de distri-
bution µ. On considère :

LY
n =

1

n

n∑
i=1

δYi
et Ŝn =

1

n

n∑
i=1

Yi.

Le théorème de Sanov habituel entraine que LY
n satisfait un PGD de bonne

fonction de taux H(· | µ) dans (P , σ(P , B)). Le théorème de Cramér assure,
lui, que Ŝn satisfait également un PGD de bonne fonction de taux Λ∗, où Λ∗

est la conjuguée convexe de Λ(λ) = log
∫

[0,∞)
c e(λ−1)y

1+y3 dy. On peut se demander

si le principe de contraction a lieu entre LY
n et Ŝn. Soit u : [0, +∞) → [0,∞),

u(y) = y. De cette façon,
〈LY

n , u〉 = Ŝn.

Comme u n’est pas bornée, on ne peut pas appliquer le principe de contraction
au théorème de Sanov usuel pour obtenir :

inf{H(ν | µ), ν ∈ P , 〈ν, u〉 = x} = Λ∗(x), x ≥ 0. (1.8)

Il s’avère néanmoins que cette égalité est vraie (voir proposition 1.20 ci-dessous)
mais que l’infimum peut ne pas être atteint dans P quand x est grand. Consta-
tons d’abord que u appartient à Lτ (µ). En effet,

Ee|u(x)| =

∫
[0,∞)

c

1 + x3
dx < ∞.
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De ce fait, Gu : L∗τ (µ) → R, Gu(`) = 〈`, u〉 est une forme linéaire continue pour
la topologie σ(L∗τ ,Lτ ). On pourra noter ici l’avantage d’utiliser la topologie
σ(L∗τ ,Lτ ) qui est plus “riche” que la topologie σ(P , B). Le théorème 1.9 et le
principe de contraction assurent cette fois-ci que Gu(L

Y
n ) = 1

n

∑n
i=1 Yi = Ŝn

satisfait un PGD de bonne fonction de taux

I ′(x) = inf{I(`); ` ∈ Q; 〈`, u〉 = x}.

Comme I est une bonne fonction de taux, il existe au moins un élément mini-
misant `x ∈ Q tel que I(`x) = I ′(x). En outre, du fait de l’unicité de la fonction
de taux associée au PGD de Ŝn, on peut identifier I ′ et Λ∗ pour obtenir, pour
tout x ∈ [0, +∞) :

Λ∗(x) = inf{I(`); ` ∈ Q; 〈`, u〉 = x} = I(`x), (1.9)

pour un minimisant `x ∈ Q vérifiant 〈`x, u〉 = x.

Proposition 1.19 On note x∗ = Λ′(1).

1. Pour tout 0 < x < x∗, il existe un unique minimisant `x réalisant l’égalité
(1.9). Il est donné par `x = νx où

νx(dy) = exp(λxy − Λ(λx))µ(dy)

et λx est l’unique solution de Λ′(λ) = x.

2. Pour x = x∗, l’énoncé précédent reste reste vrai avec λx∗ = 1, Λ′(1−) =
x∗ et νx∗ = ν∗ qui est donnée par :

ν∗(dy) = ey−Λ(1) µ(dy) =
c′

1 + y3
dy.

3. Pour tout x ≥ x∗ et tout minimisant `x de l’équation (1.9), on a `a
x = ν∗.

De plus, 〈ν∗, u〉 = x∗, 〈`s
x, u〉 = x− x∗ et

I(`x) =

∫
[0,∞)

log
(dν∗

dµ

)
dν∗ + Is(`

s
x), (1.10)

avec
∫

[0,∞)
log
(

dν∗
dµ

)
dν∗ = Λ∗(x∗) et Is(`

s
x) = x− x∗.



1.3 Application à l’exemple de Csiszár 35

Cette proposition signifie que lorsque x > x∗, les minimisants de (1.9) ne
peuvent pas être des probabilités. La contribution de la partie absolument
continue est stoppée à x∗ : 〈ν∗, u〉 = x∗. C’est la partie singulière qui permet de
“combler l’espace” entre x∗ et x : 〈`s

x, u〉 = x− x∗. De plus, la contribution de
la partie singulière apparâıt dans la fonction de taux (voir (1.10)). Finalement,
le fait que Is(`

s) = supf∈Dµ
〈`s, f〉 > 0 implique que cette partie singulière est

non nulle lorsque x > x∗.
Preuve de la proposition 1.19. Preuve de 1. et 2. Nous avons clairement, pour
tout 0 < x ≤ x∗, 〈νx, u〉 = x. Soit ` telle que 〈u, `〉 = x et (sans perte de
généralité) I(`) < ∞. Alors, ` = `a + `s avec `a ∈ P et `s ≥ 0. On note :
〈`a, u〉 = x′. Nous avons alors 〈`s, u〉 = x− x′ ≥ 0 et

I(`)− I(νx) = H(`a | µ)−H(νx | µ) + Is(`
s)

= H(`a | νx) +

∫
log
(dνx

dµ

)
d(`a − νx) + Is(`

s)

= H(`a | νx) + Is(`
s)− λx(x− x′)

(a)

≥ H(`a | νx) + 〈`s, u〉 − λx(x− x′)
(b)

≥ H(`a | νx)

≥ 0,

où (a) découle de Is(`
s) = sup{〈`s, v〉; v ∈ Dµ} ≥ 〈`s, u〉 et (b) découle de

〈`s, u〉 − λx(x− x′) = (1− λx)(x− x∗) ≥ 0.
Pour que l’égalité ait lieu, il est nécessaire que `a = νx. Ainsi Is(`

s) = 0, ce
qui implique que `s = 0. Finalement, νx est l’unique minimisant de (1.9).

Preuve de 3. Pour tout λ ≤ 1, Λ(λ) et Λ′(λ) sont finis, alors que Λ(λ) = ∞
si λ > 1. Comme Λ′(1−) = x∗ est finie, Λ n’est pas escarpée. Des arguments de
convexité habituels entrainent que Λ∗(x∗) = x∗−Λ(1) et un calcul élémentaire
donne

Λ∗(x) = Λ∗(x∗) + x− x∗, x ≥ x∗, (1.11)

(on pourra se reporter à l’annexe A). Le reste de la preuve est divisé en trois
étapes :

Etape 1. Soit `x (resp. `y) un minimisant de I ′(x) (resp. I ′(y)) : I(`x) =
I ′(x) = inf{I(`), 〈`, u〉 = x}. Nous allons montrer que pour tout 0 ≤ α, β ≤ 1,
α + β = 1, l’égalité suivante a lieu :

∀x, y ≥ x∗, I(α`x + β`y) = αI(`x) + βI(`y). (1.12)

Par définition de `x et `y, on a 〈`x, u〉 = x et 〈`y, u〉 = y . Par ailleurs, (1.11)
entraine I(`x) = Λ∗(x) = (x − x∗) + Λ∗(x∗). De manière similaire, I(`y) =
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(y − x∗) + Λ∗(x∗). La convexité de I implique que

I(α`x + β`y) ≤ αI(`x) + βI(`y) = Λ∗(x∗) + αx + βy − x∗ = I ′(αx + βy).

Mais I ′(αx + βy) = inf{I(`); ` ∈ L′τ ; 〈`, u〉 = αx + βy} et α`x + β`y satisfait
la contrainte 〈α`x + β`y, u〉 = αx + βy. Ainsi I ′(αx + βy) ≤ I(α`x + β`y) et
(1.12) a lieu.

Etape 2. On montre maintenant que pour tous x, y ≥ x∗ et `x (resp. `y)

minimisant de I ′(x) (resp. I ′(y)), on a `a
x = `a

y

4
= ν où `x = `a

x + `s
x resp.

`y = `a
y + `s

y).
Par définition de I, on a :

I(α`x + β`y) = Ia(α`a
x + β`a

y) + Is(α`s
x + β`s

y)
αI(`x) + βI(`y) = αIa(`

a
x) + βIa(`

a
y) + αIs(`

s
x) + βIs(`

s
y)

.

La convexité de Ia et I entraine que{
Ia(α`a

x + β`a
y) ≤ αIa(`

a
x) + βIa(`

a
y)

I(α`s
x + β`s

y) ≤ αI(`s
x) + βI(`s

y)
.

Compte tenu de (1.12), I(α`x+β`y) = αI(`x)+βI(`y). Par conséquent, l’égalité
doit avoir lieu dans les deux inéqualités précédentes. Mais du fait de la stricte
convexité de Ia, l’égalité Ia(α`a

x + β`a
y) = αIa(`

a
x) + βIa(`

a
y) implique que `a

x =
`a
y = ν.

Etape 3. Montrons maintenant que pour tout x ≥ x∗, Ia(`
a
x) = Λ∗(x∗) et

Is(`
s
x) = x− x∗.

Considérant ν∗(dy) = ey−Λ(1)µ(dy), on montre que 〈ν∗, u〉 = x∗, I(ν∗) =
Ia(ν∗) = Λ∗(x∗). Ainsi, ν∗ satisfait (1.9) en x∗. Par conséquent, ν∗ = ν et
pour tout x ≥ x∗, `a

x = ν∗. Il s’ensuit que Ia(`
a
x) = Λ∗(x∗) et I(`s

x) = x − x∗.
Ceci achève la démonstration de la proposition. 2

Proposition 1.20 L’égalité (1.8) :

inf{H(ν | µ), ν ∈ P , 〈ν, u〉 = x} = Λ∗(x)

a lieu pour tout x ≥ 0.

Preuve. Dans le cas où x = 0, Λ∗(0) = ∞. Comme il n’existe pas de ν ∈ P tel
que ν � µ et 〈ν, u〉 = 0, l’égalité est établie. Si 0 < x ≤ x∗, l’égalité (1.8) est
une conséquence de la proposition 1.19 1. et 2. On considère maintenant le cas
où x > x∗. Remarquons dans un premier temps que

inf{H(ν | µ), ν ∈ P , 〈ν, u〉 = x}
= inf{I(ν), ν ∈ P , 〈ν, u〉 = x}
≥ inf{I(`), ` ∈ Q, 〈`, u〉 = x} = Λ∗(x).
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Il nous suffit donc d’exhiber une suite minimisante de probabilités (νn) vérifiant
〈νn, u〉 = x et telle que limn→∞ H(νn | µ) = Λ∗(x). On la prend de la forme
suivante :

νn = (1− 1

n
)ν∗ +

1

n

1In

µ(In)
µ,

où In doit être déterminé de sorte que 〈νn, u〉 = x. Comme 〈ν∗, u〉 = x∗, In doit
vérifier : ∫

In
u dµ

µ(In)
= x∗ + n(x− x∗).

Considérons In(t) = [x∗ + n(x− x∗)− t, x∗ + n(x− x∗) + 1] et

φ(t) =

∫
In(t)

u dµ

µ(In(t))
=

∫
In(t)

yf(y) dy

µ(In(t))
,

où f est la densité de µ. Alors

φ(0) > x∗ + n(x− x∗) et φ(1) < x∗ + n(x− x∗).

La première inégalité est élémentaire et la seconde s’obtient par une intégration
par parties où on introduit F , fonction de répartition de µ (on notera zn =
x∗ + n(x− x∗)) :∫ zn+1

zn−1

yf(y) dy = zn[F (zn + 1)− F (zn − 1)]

+F (zn + 1) + F (zn − 1)−
∫ zn+1

zn−1

F (y) dy,

< zn[F (zn + 1)− F (zn − 1)] = (x∗ + n(x− x∗))µ(In(1)).

Du fait que φ est continue, il existe αn ∈ [0, 1] tel que φ(αn) = x∗ + n(x− x∗)

et on pose In
4
= In(αn). L’égalité (1.9) indique que H(νn | µ) = I(νn) ≥ Λ∗(x).

Nous avons également

H(νn | µ) =

∫
[0,∞)\In

log
(dνn

dµ

)
dνn +

∫
In

log
(dνn

dµ

)
dνn

≤ H(ν∗ | µ) +

∫
In

log
(dνn

dµ

)
dνn = Λ∗(x∗) +

∫
In

log
(dνn

dµ

)
dνn,

où la dernière égalité provient de l’identité H(ν∗ | µ) = Λ∗(x∗). Notons enfin
que

dνn

dµ
(y) = ey−Λ(1)(1 +

1

n
) +

1In(y)

nµ(In)
. (1.13)
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On utilisera l’inégalité suivante :

(a + b) log(a + b) ≤ (a log a)

(
1 +

b

a

)2

, ∀a ≥ e, b > 0, (1.14)

Du fait de (1.13) et (1.14), on obtient∫
In

log
(dνn

dµ

)
dνn

≤
∫

In

1

nµ(In)
log
( 1

nµ(In)

)(
1 + ey−Λ(1)(1 +

1

n
)nµ(In)

)2

dµ(y)

Remarquons maintenant que :
– si y ∈ In, alors ey−Λ(1)(1 + 1

n
)nµ(In) ≤ εn −−−→

n→∞
0,

– d’autre part, limn→∞
1
n

log 1
nµ(In)

= x− x∗.

Par conséquent,

lim
n→∞

∫
In

1

nµ(In)
log
( 1

nµ(In)

)(
1 + ey−Λ(1)(1 +

1

n
)nµ(In)

)2

dµ(y) = x− x∗,

ce qui achève la démonstration. 2
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Le principe de conditionnement de Gibbs

Le principe de conditionnement de Gibbs (PCG) décrit le comportement
asymptotique, lorsque n tend vers l’infini, de la loi de k particules Y1, . . . , Yk

sous la contrainte que LY
n appartienne à un certain ensemble de probabilités A0

avec P(LY
n ∈ A0) strictement positif pour tout n ≥ 1. Typiquement, le résultat

attendu est de la forme :

lim
n→∞

P
(
(Y1, . . . , Yk) ∈ · | LY

n ∈ A0

)
= νk

∗ (·), (2.1)

où ν∗ minimise ν 7→ H(ν|µ) sous la contrainte ν ∈ A0. Cette question est
importante en mécanique statistique. En effet, la loi conditionnelle s’interprète
comme une distribution canonique dans ce cadre-là. Un ensemble de condition-
nement typique est :

A0 =

{
ν ∈ P ;

∫
Σ

ϕ dν = E

}
, (2.2)
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où ϕ est une fonction d’énergie.
Les liens existant entre le théorème de Sanov et le Principe de Conditionne-
ment de Gibbs sont bien connus. On pourra se référer aux travaux de Csiszár
[13, 14], Van Campenhout et Cover [11] et Stroock et Zeitouni [52]. Comme
dans [14] et dans [52], nous ne traiterons pas le cas important et difficile où
P(LY

n ∈ A0) = 0 pour n ≥ 1. Nous nous inspirons de [52] en introduisant des
grossissements Aδ de A0 = ∩δ>0Aδ de manière à ce que P(LY

n ∈ Aδ) > 0 pour
tout n ≥ 1 et δ > 0.
Les résultats de ce chapitre sont basés sur l’extension du théorème de Sanov
(théorème 1.9) que nous avons établie au chapitre précédent. Notre théorème
étendu nous permet de présenter une preuve plus directe du principe de condi-
tionnement de Gibbs. Cela est principalement dû au fait que nous disposons
de la borne inférieure du PGD pour une plus grande gamme d’ensembles (voir
le théorème 1.9) que dans le cas du théorème de Sanov classique. Cela nous
permet également d’affaiblir de manière notable les hypothèses sous lesquelles
le PCG a lieu. On considère d’une part des ensembles de conditionnement A0

(voir 2.2) qui sont naturellement construits à partir de fonctions d’énergie ϕ
appartenant à Lτ , c’est à dire telles que

Eeα|ϕ(Z)| < ∞ pour un α > 0.

On s’affranchit d’autre part d’une hypothèse du type loi des grands nombres
sous-jacente :

lim
n→∞

νn
∗ {LY

n ∈ Aδ} = 1 pour tout δ > 0, (2.3)

présente dans [52]. Une conséquence intéressante est que le PCG a lieu dans
des situations où la “pression”

β 7→ log

∫
Σ

eβϕ dµ

n’est pas escarpée (steep) (voir par exemple l’exemple de Csiszár au paragraphe
2.4). Le principe de conditionnement de Gibbs suivant :

lim
δ→0

lim
n→∞

P
(
(Y1, . . . , Yk) ∈ · | LY

n ∈ Aδ

)
= νk

∗ (·).

est énoncé au théorème 2.5, qui est le principal résultat de cette section.

Rappelons que sous les hypothèses classiques, la loi limite ν∗ apparaissant
dans (2.1) minimise l’entropie relative H(·|µ) sous une certaine contrainte.
Dans notre cas, la fonctionnelle n’est plus H mais

I(`) = H(`a|µ) + Is(`
s).
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Il apparâıt néanmoins que sous une contrainte convexe, l’ensemble M des mi-
nimisants de I est de la forme

M = ν∗ + S,

où S est une famille de formes linéaires singulières qui ne sont pas des mesures
(voir le paragraphe 2.2). C’est la loi ν∗, commune à tous les minimisants, qui
jouera le rôle de loi limite dans le PCG. Notre présentation s’inspire fortement
du paragraphe 7.3 de l’ouvrage de Dembo et Zeitouni [20].

Littérature

Comme nous l’avons précédemment mentionné, le principe de conditionne-
ment de Gibbs a été étudié par Csiszár dans [14], Van Campenhout et Cover
[11] et Stroock et Zeitouni [52]. Une présentation didactique de la dernière ap-
proche est disponible dans le livre de Dembo et Zeitouni ([20], Section 7.3).
Dans [7], Bolthausen et Schmock ont prouvé un PCG pour les mesures d’oc-
cupation de chaines de Markov uniformément ergodiques. Se basant sur [14],
Aboulalaâ [1] a obtenu un PCG pour les mesures empiriques de processus de
sauts markoviens. Avec un PGD établi pour LY,k

n , Eichelsbacher et Schmock
[25] obtiennent un PCG, via l’approche de [52]. Ils l’obtiennent pour k parti-
cules avec une fonction d’énergie ϕ appartenant à Mτ (voir (2.2) et (1.2)) et
pour une topologie sur Pτ qui est légèrement plus faible que σ(Pτ ,Mτ ).

Dans le cadre, différent, de mesures empiriques intervenant dans des problèmes
de maximum d’entropie en moyenne, Gamboa et Gassiat [29] établissent des
résultats de convergence asymptotique de lois conditionnées sans loi des grands
nombres sous-jacente. Enfin, notons que Csiszár [14] a obtenu des résultats
alternatifs via une puissante approche entropique. En particulier, il prouve la
convergence en information des lois conditionnelles, ce qui implique leur conver-
gence en variation. Csiszár introduit la notion de I-projection, ce qui lui permet
d’établir des PCG basés sur des fonctions d’énergie satisfaisant (1.1).

2.1 Notations et hypothèses

Ce chapitre reprend les notations introduites aux paragraphes 1.1 et 1.2 du
chapitre précédent. Ainsi considérons, comme précédemment LY

n = 1
n

∑n
i=1 δYi

∈
L∗τ où {Yi}i≥1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ et à valeur Σ.
On appelle µn la mesure produit induite par µ sur Σn et Qn la probabilité
induite par LY

n sur (Q, EQ), où Q est muni de la topologie σ(Q,Lτ ) et de la
tribu EQ :

Qn(A) = µn{Ly
n ∈ A}, A ∈ EQ.



42 Autour du principe de Gibbs

On s’intéresse ici au comportement-limite de la distribution de (Y1, · · · , Yk)
sous le conditionnement {LY

n ∈ Aδ} lorsque n →∞ puis δ → 0. On note cette
distribution

µn
Y k|Aδ

(·) = µn
(
(y1, . . . , yk) ∈ · | Ly

n ∈ Aδ

)
. (2.4)

Dans le cas où k = 1, on écrit simplement µn
Y |Aδ

. Nous suivons ici Stroock

et Zeitouni dans [52] en considérant l’ensemble de contraintes {LY
n ∈ Aδ}, où

Aδ est un grossissement de A0, plutôt que l’ensemble {LY
n ∈ A0} . Du fait de

l’hypothèse (H-1) ci-dessous, Aδ doit satisfaire Qn(Aδ) > 0 alors que A0 peut
être un ensemble Qn-négligeable.

On adoptera, dans la suite de ce chapitre, les conventions suivantes :

Γn = {LY
n ∈ Γ}, Aδ,n = {LY

n ∈ Aδ},

Å est l’intérieur de A pour la topologie σ(Q,Lτ ) et

I(A) = inf{I(`); ` ∈ A} pour tout A ⊂ Q.

Hypothèse H-0 L’ensemble A0 peut s’écrire A0 = ∩δ>0Aδ, où (Aδ)δ>0 est
une famille décroissante d’ensembles mesurables, fermés pour la topologie σ(Q,Lτ )
et satisfaisant

I(A◦
δ) ≤ I(A0), pour tout δ > 0. (2.5)

Voici deux cas importants où (H-0) est satisfaite :

1. A0 ⊂ A◦
δ , pour tout δ > 0

2. Aδ = A0 pour tout δ > 0, et I(A◦
0) = I(A0).

Remarque 2.1 La topologie σ(Q,Lτ ) et la tribu E qui apparaissent dans
l’énoncé de l’hypothèse (H-0) sont toutes les deux plus “riches” que la topologie
σ(P , B), qui est la topologie la moins fine rendant continues les applications

Gf : P → R, µ 7→ 〈f, µ〉,

f étant mesurable et bornée et la tribu Bcy, qui est la tribu la moins fine rendant
ces applications mesurables. De ce fait, plus d’ensembles ouverts mesurables
sont disponibles. Pour illustrer cette remarque, considérons l’exemple suivant :

Aδ = {` ∈ Q; |〈`, u〉 − 1| ≤ δ}, A0 = {` ∈ Q; 〈`, u〉 = 1},

où u satisfait la condition (1.1). Cette famille d’ensembles satisfait l’hypothèse
(H-0).

L’hypothèse suivante correspond à l’hypothèse (A-1) dans ([20], section 7.3).
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Hypothèse H-1 I(A0) < +∞ et pour tous δ > 0, n ≥ 1, Qn(Aδ) > 0.

Remarque 2.2 L’équation (2.3), qui fait partie des hypothèses dans [20] (voir
également [25], Condition 1.16), présuppose une loi des grands nombres sous
la loi minimisante ν∗. On remarquera que cela n’est pas nécessaire dans notre
approche. En effet, l’hypothèse (H-0) nous permet d’appliquer directement la
borne inférieure du théorème de Sanov (voir la preuve du lemme 2.6 ci-dessous),
ce qui rend superflu toute loi des grands nombres sous-jacente. Il existe de plus
des cas où (2.3) n’est pas vérifée alors que (H-1) est satisfaite (voir la remarque
2.9 ci-dessous).

2.2 Contraintes convexes

On dénote l’ensemble des minimisants par :

M 4
= {` ∈ A0; I(`) = I(A0)}.

Le résultat suivant établit que M a une forme particulière quand la contrainte
A0 est convexe.

Lemme 2.3 Supposons que A0 soit convexe, alors

M = ν∗ + S,

où ν∗ est une probabilité et S est un ensemble de parties singulières qui ne sont
pas des mesures. Autrement dit, si ` ∈ M, alors ` = ν∗ + `s où `s ∈ S est la
partie singulière de ` et ν∗, sa partie absolument continue, commune à tous les
éléments de M.

Remarque 2.4 Dans ce cas, on peut montrer que ν∗ est la I-projection généralisée
de µ sur l’ensemble des contraintes A0 au sens de Csiszár (voir [14]).

Preuve du lemme 2.3. Soient ` et ˜̀deux éléments deM. Du fait de la convexité
de A0 et de I, on a

I(A0) ≤ I(α` + β ˜̀) ≤ αI(`) + βI(˜̀) = I(A0)

pour tous α, β ≥ 0 tel que α + β = 1. De manière similaire, comme Ia et Is

sont convexes, on obtient :{
Ia(α`a + β ˜̀a) ≤ αIa(`

a) + βIa(˜̀
a)

Is(α`s + β ˜̀s) ≤ αIs(`
s) + βIs(˜̀

s)
.
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Supposons qu’au moins une de ces inégalités soit stricte. Nous obtiendrions en
sommant

I(A0) < αI(`) + βI(˜̀) = I(A0),

ce qui est absurde. Par suite, Ia(α`a+β ˜̀a) = αIa(`
a)+βIa(˜̀

a) et Is(α`s+β ˜̀s) =

αIs(`
s) + βIs(˜̀

s). Comme Ia est strictement convexe, on obtient `a = ˜̀a 4
= ν∗.

Comme Is n’est pas strictement convexe, `s et ˜̀s ne sont pas forcément égales.
2

On verra au paragraphe 2.4 que dans le cadre de l’exemple de Csiszár, M =
ν∗ + S où S contient plusieurs éléments distincts.

2.3 Convergence de µn
Y k|Aδ

vers une probabilité

On suppose dans ce paragraphe que Σ est un espace métrique séparable
muni de sa tribu borélienne. On note Cb(Σ

k) l’ensemble des fonctions continues
et bornées sur Σk. Le théorème 2.5 ci-dessous est l’équivalent du corollaire 7.3.5
dans [20]. C’est un corollaire du lemme 2.6.

Théorème 2.5 Supposons que les hypothèses (H-0) et (H-1) sont vérifiées,
que Σ est un espace métrique séparable et que la contrainte A0 est convexe.
Alors, pour toute fonction f ∈ Cb(Σ

k), on a :

〈µn
Y k|Aδ

, f〉 → 〈νk
∗ , f〉

lorsque n →∞ puis δ → 0. Ici, ν∗ est la partie absolument continue commune
à tous les éléments de M (voir le lemme 2.3).

Le théorème 2.5 améliore le corollaire 7.3.5 de [20] dans deux directions :

1. Les ensembles de contrainte Aδ peuvent être construits à partir de fonc-
tions qui n’ont pas tous leurs moments exponentiels, par exemple :

Aδ = {` ∈ Q; |〈`, u〉 − 1| ≤ δ} avec u ∈ Lτ .

De telles fonctions peuvent crôıtre assez rapidement.

2. Il a été noté précédemment que le jeu d’hypothèses (H-0) et (H-1) ne
nécessite pas de loi des grands nombres sous-jacente. Pour une illustration
du gain, voir le paragraphe 2.4 ci-dessous et en particulier la remarque
2.9.

On aura besoin du lemme suivant qui joue le rôle du théorème 7.3.3 dans [20].
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Lemme 2.6 Supposons que les hypothèses (H-0) et (H-1) sont vérifiées. Alors
M est un ensemble compact non vide pour la topologie σ(Q,Lτ ). M est inclus

dans Q et pour tout Γ ∈ E vérifiant M⊂
◦
Γ, on a :

lim sup
δ→0

lim sup
n→∞

1

n
log µn

(
Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
< 0.

Preuve. Des arguments standards entrainent que M 6= ∅ et que M = A0∩{I ≤
I(A0)}. Comme I est une bonne fonction de taux, {I ≤ I(A0)} est un ensemble
compact et A0 étant fermé, (voir (H-0)), il s’ensuit que M est compact. Enfin,
comme (Aδ)δ>0 est une famille décroissante d’ensembles mesurables, on obtient
l’inégalité suivante :

lim sup
δ→0

lim sup
n→∞

1

n
log µn

(
Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
≤ lim

δ→0
lim sup

n→∞

1

n
log Qn

(
Γc ∩ Aδ

)
− lim

δ→0
lim inf
n→∞

1

n
log Qn

(
Aδ

)
.

(2.6)

Le même argument que dans [20] (borne supérieure dans le théorème de Sanov)
entraine :

lim
δ→0

lim sup
n→∞

1

n
log Qn

(
Γc ∩ Aδ

)
< −I(A0). (2.7)

Par ailleurs, la borne inférieure du théorème 1.9 du paragraphe précédent en-
traine que pour tout δ > 0,

lim inf
n→∞

1

n
log Qn

(
Aδ

)
≥ − inf{I(`), ` ∈ A◦

δ}. (2.8)

Finalement, en combinant ces arguments avec (H-0), on obtient :

lim
δ→0

lim inf
n→∞

1

n
log Qn

(
Aδ

)
≥ −I(A0).

Enfin, on complète la preuve du lemme en utilisant cette inégalité combinée
avec (2.7) dans (2.6). 2

Preuve du théorème 2.5. Comme A0 est convexe, M = ν∗ + S (lemme 2.3).
Considérons la fonction f(x) =

∏k
i=1 fi(xi) où chaque fi ∈ Cb(Σ). La définition

de µn
Y k|Aδ

(voir (2.4)) entraine :

dµn
Y k|Aδ

dµk
(y1, . . . , yk) =

∫
Σn−k

1Aδ,n
(y1, . . . , yn)

Qn(Aδ)
µ(dyk+1) · · ·µ(dyn). (2.9)

Considérons
Γ(η) = ∩k

i=1{` ∈ L∗τ ; |〈`, fi〉 − 〈ν∗, fi〉| ≤ η}
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et soit Γn(η) = {LY
n ∈ Γ(η)}. Alors Γ(η) satisfait les hypothèses du lemme 2.6,

c’est à dire Γ◦(η) ⊂M. En effet, si ` ∈M, alors ` = ν∗+ `s en vertu du lemme
2.3. Comme fi ∈ Mτ pour 1 ≤ i ≤ k, 〈`s, fi〉 = 0 (proposition 1.5), on obtient
〈`, fi〉 = 〈ν∗, fi〉 et M⊂ Γ◦(η). Par conséquent, le lemme 2.6 entraine :

lim
δ→0

lim
n→∞

µn
(
Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
= 0.

Le reste de la preuve suit pas à pas la preuve du corollaire 7.3.5 dans [20]. Le
théorème 2.5 est donc prouvé. 2

2.4 Retour à l’exemple de Csiszár

En reprenant le cadre du paragraphe 1.3 du chapitre précédent, nous nous
intéressons ici au comportement asymptotique de µn

Y |Aδ(x) dans le cas où

Aδ(x) = {` ∈ L∗τ ; |〈`, u〉 − x| ≤ δ} avec u(y) = y

A0(x) = {` ∈ L∗τ ; 〈`, u〉 = x}.

Les ensembles de contrainte sont

{LY
n ∈ Aδ(x)} = {(Y1, · · · , Yn); | 1

n

n∑
1

Yi − x| ≤ δ}

et µn
Y |Aδ(x) représente la loi de Y1 sous la contrainte que la moyenne 1

n

∑n
1 Yi

est proche de x. On dénote par Mx l’ensemble des minimisants de l’entropie
généralisée sous A0(x), soit

Mx = inf{I(`); ` ∈ Q; 〈`, u〉 = x}.

Comme la contrainte est convexe, on sait, en vertu du lemme 2.3, que

Mx = ν∗(x) + Sx.

Proposition 2.7 Pour tout x ≥ x∗, ` appartient à Mx si et seulement si

1. `a = ν∗ avec ν∗(dy) = ey−Λ(1) µ(dy)

2. 〈`s, u〉 = x− x∗ où u(y) = y, y ≥ 0

3. sup{〈`s, f〉; f,
∫

[0,∞)
ef dµ < ∞} = 〈`s, u〉

En particulier, pour tout x > x∗, il existe une infinité d’éléments dans Mx.
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Remarque 2.8 La proposition précédente montre en particulier que ν∗ ne
dépend pas de x : Mx = ν∗ + Sx pour tout x > x∗. D’autre part, ν∗ ne
minimise pas la fonction de taux I puisque

I(ν∗) = H(ν∗|µ) < I(A0(x)) = H(ν∗|µ) + x− x∗.

Preuve. L’équivalence est déjà prouvée dans la preuve de la proposition 1.19.
Montrons maintenant qu’il existe une infinité de minimisants lorsque x > x∗.
Du fait du point 3. de la proposition, il est suffisant de prouver que la fonction
de jauge p(g) = inf{λ > 0; g/λ ∈ Dµ} de Dµ = {f ∈ Lτ ;

∫
[0,∞)

ef dµ < ∞}
n’est pas Gâteaux-différentiable en u (on pourra se reporter, pour cet argument,
à [32], p. 123). Il s’agit donc d’exhiber une fonction f ∈ Lτ vérifiant

lim
t→0, t>0

p(u + tf)− p(u)

t
6= lim

t→0, t<0

p(u + tf)− p(u)

t
. (2.10)

Considérons

f(y) =

{
ay si y ∈ ∪n≥0[2n, 2n + 1)
−by si y ∈ ∪n≥0[2n + 1, 2n + 2)

où a 6= b, a > 0, b > 0.

Par un calcul immédiat, nous obtenons

lim
t→0, t>0

p(u + tf)− p(u)

t
= a et lim

t→0, t<0

p(u + tf)− p(u)

t
= −b.

Par suite (2.10) est vérifiée et la proposition est prouvée. 2

On pourra se reporter à ([37], proposition 10.5) pour une démonstration différente
et pour plus de détails.

Appliquons le théorème 2.5 à µn
Y |Aδ(x). On constate que pour x > x∗ :

Mx = ν∗ + Sx. Par conséquent, comme f ∈ Cb([0,∞)), 〈µn
Y |Aδ(x), f〉 tend vers

〈ν∗, f〉 lorsque n →∞ puis δ → 0.

Remarque 2.9 Dans cet exemple, on pourra vérifier très facilement que :

lim
n→∞

νn
∗ {LY

n ∈ Aδ(x∗)} = 1, δ > 0

lim
n→∞

νn
∗ {LY

n ∈ Aδ(x)} = 0, δ > 0, pour x > x∗.

Par conséquent, l’équation (2.3), qui implique une loi des grands nombres sous
ν∗, n’est pas satisfaite quand x > x∗. La convergence de µn

Y |Aδ(x) vers ν∗ a
néanmoins lieu.

On remarquera que l’approche développée par I. Csiszár dans [14] et qui
est basée sur une convergence en information ne repose pas non plus sur une
hypothèse restrictive de loi des grands nombres sous-jacente.
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2.5 Résultats complémentaires de convergence

On a vu dans le paragraphe précédent que la convergence étroite ne per-
met pas de déceler les parties singulières. On a vu également, lors de l’étude
de l’exemple de Csiszár, que ces parties singulières nous renseignent sur la
contrainte que l’on impose à notre mesure empirique. L’objet de ce paragraphe
est de répondre aux questions suivantes : “Peut-on considérer une topologie
plus fine que la topologie de la convergence étroite ? Cette topologie nous
permettrait-elle de déceler les parties singulières ?”
Comme on le verra, les réponses que nous apportons à ces questions sont par-
tielles. Les principaux résultats de ce paragraphe sont les théorèmes 2.11 et
2.16. On suppose à nouveau dans ce paragraphe que Σ est un espace métrique
séparable muni de sa tribu borélienne.

2.5.1 Une estimée préliminaire

Dans cette section, nous établissons dans le lemme 2.10 une estimée qui
nous permettra d’obtenir un résultat de convergence pour {µn

Y k|Aδ
} plus précis

que celui obtenu au théorème 2.5. L’ensemble des minimisants est à nouveau
noté :

M = {` ∈ A0; I(`) = I(A0)}.

Lemme 2.10 On suppose que les hypothèses (H-0) et (H-1) sont vérifiées. On
suppose également que Γ ∈ E vérifie les mêmes propriétés qu’au lemme 2.6,
c’est à dire M⊂ Γ◦. Alors, pour toute fonction f ∈ Lτ , on a :

lim
δ→0

lim
n→∞

E [|〈f, LY
n 〉|1Γc(LY

n )
∣∣LY

n ∈ Aδ] = 0.

Preuve. Pour tout n ≥ 1, δ > 0,

E [|〈f, LY
n 〉|1Γc(LY

n )
∣∣Aδ,n]

≤ E [|〈f, δY1〉|1Γc(LY
n )
∣∣Aδ,n]

= E [|f(Y1)|un,δ(Y1)],

où

un,δ(y1) =
1

Qn(Aδ)
P{LY

n ∈ Aδ ∩ Γc|Y1 = y1}.

Par suite,

E [|〈f, LY
n 〉|1Γc(LY

n )
∣∣Aδ,n] ≤ E [|f(Y1)|un,δ(Y1)] ≤ 2‖f‖τ‖un,δ‖τ∗ ,
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la dernière inégalité étant simplement l’inégalité de Young (voir (1.4), chap.
1).
Il nous reste maintenant à prouver que ‖un,δ‖τ∗ → 0 pour n → ∞ suivi de
δ → 0. Par définition de la norme de Luxemburg,

∫
Σ

τ ∗
(

u
ε

)
dµ ≤ 1 implique

que ‖u‖Lτ∗ ≤ ε. Par conséquent, il est suffisant de prouver que pour tout ε > 0

lim sup
δ→0

lim sup
n→∞

E τ ∗
(un,δ(Y1)

ε

)
< 1. (2.11)

Comme τ ∗ est convexe, l’inégalité de Jensen entraine que

E τ ∗
(un,δ(Y1)

ε

)
= E τ ∗

(P{LY
n ∈ Aδ ∩ Γc|Y1 = y1}

ε Qn(Aδ)

)
≤ E E

[
τ ∗
(1{LY

n ∈Aδ∩Γc}

ε Qn(Aδ)

)∣∣∣Y1

]
= E

[
τ ∗
(1{LY

n ∈Aδ∩Γc}

ε Qn(Aδ)

)]
On rappelle que τ ∗(t) = (|t|+ 1) log(|t|+ 1)− |t|. Comme τ ∗(0) = 0,

τ ∗
(1{Ly

n∈Aδ∩Γc}(y1, · · · , yn)

ε Qn(Aδ)

)
= 1Γc

n∩Aδ,n
(y1, · · · , yn) τ ∗

( 1

εQn(Aδ)

)
.

Par suite,

E τ ∗
(

1{LY
n ∈Aδ∩Γc}

ε Qn(Aδ)

)
= Qn(Γc ∩ Aδ)τ

∗
( 1

εQn(Aδ)

)
=

1

ε
µn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ) ε Qn(Aδ)τ

∗
( 1

εQn(Aδ)

)
.

Comme tτ ∗(1/t) = (1 + t) log(1 + 1/t) − 1 ≤ 2 log(2/t) pour 0 < t ≤ 1, on
obtient :

E τ ∗
(

1{LY
n ∈Aδ∩Γc}

ε Qn(Aδ)

)
≤ µn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ)

2

ε
log
( 2

εQn(Aδ)

)
= µn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ)

2

ε
log
(2

ε

)
+µn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ)

2

ε
| log Qn(Aδ)|, (2.12)
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où 0 < ε ≤ 1. Le premier terme de la partie droite de l’équation (2.12) tend
vers 0 grâce au lemme 2.6. Quant au second terme, il peut se réécrire

2

ε
µn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ)| log Qn(Aδ)| =

2

ε
nµn(Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ)

∣∣∣∣ 1n log Qn(Aδ)

∣∣∣∣ .
Du fait de (2.8) et (H-0), on a :

lim sup
δ→0

lim sup
n→∞

| 1
n

log Qn(Aδ)| ≤ I(A0)

et du fait du lemme 2.6 on obtient :

lim sup
δ→0

lim sup
n→∞

nµn(Γc
n|Aδ,n) = 0.

Finalement, pour tout ε > 0, le second terme de la partie droite de (2.12)
tend vers 0. Par conséquent, (2.11) est établi et la démonstration du lemme est
achevée. 2

2.5.2 Convergence de µn
Y k|Aδ

vers une probabilité

On définit l’ensemble de fonctions-test :

F =
{
f : Σk → R;

f(x1, · · · , xk) = f1(x1)g(x2, · · · , xk), f1 ∈ Mτ (Σ), g ∈ Cb(Σ
k−1)

}
.

La caractéristique principale est qu’une fonction-coordonnée fi appartient à
Mτ , les autres étant bornées. On choisit la première par simplicité mais il est
évident, du fait de l’échangeabilité, que nos résultats seraient valables si F
était remplacé par l’espace des fonctions symétrisées. Notons que F est un
sous-ensemble de Mτ (Σ

k).

Enfin, comme la dérivée de Radon-Nikodym
dµn

Y k|Aδ

dµn est bornée sous l’hypothèse

(H-1), le crochet de dualité 〈µn
Y k|Aδ

, f〉, n ≥ 1, δ > 0, est bien défini pour tout

f ∈ F . Le théorème 2.11 est à rapprocher du corollaire 7.3.5 dans [20]. C’est
un corollaire des lemmes 2.6 et 2.10.

Théorème 2.11 Supposons que les hypothèses (H-0) et (H-1) sont vérifiées,
que Σ est un espace métrique séparable et que la contrainte A0 est convexe.
Alors, pour toute fonction-test f appartenant à F , on a :

lim
δ→0

lim
n→∞

〈µn
Y k|Aδ

, f〉 = 〈νk
∗ , f〉,

où ν∗ est la partie absolument continue commune à tous les éléments de M
(voir le lemme 2.3).
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Remarque 2.12 Si k = 1, alors F = Mτ (Σ) et µn
Y |Aδ

→ ν∗ pour la topologie

σ(M ′
τ , Mτ ). Notons que Mτ ne sépare pas les points de L′τ . Mais en identifiant

les éléments non séparés, on obtient σ(L′τ , Mτ ) = σ(M ′
τ , Mτ ) = σ(Lτ∗ , Mτ ), la

dernière égalité provenant du théorème 1.1.

Outre les améliorations apportées au corollaire 7.3.5 dans [20] par le théorème
2.5, le théorème 2.11 permet de considérer une convergence un peu plus générale
que la topologie de la convergence étroite. En effet, ce théorème implique le
théorème 2.5 (notre choix de l’ordre de présentation des deux théorèmes nous
a néanmoins amené à donner deux preuves distinctes).

Preuve. Comme A0 est supposé convexe, M = ν∗ + S (lemme 2.3). Fixons
une fonction f(x) =

∏k
i=1 fi(xi) où f1 ∈ Mτ (Σ) et fi ∈ B, i ≥ 2. On contrôle

d’abord la croissance de f1 grâce au lemme 2.10 en dehors d’un certain en-
semble Γ puis on utilise la même technique combinatoire que dans la preuve
du corollaire 7.3.5 dans [20] pour travailler à l’intérieur de Γ. Considérons

Γ(η) = ∩k
i=1{` ∈ L∗τ ; |〈`, fi〉 − 〈ν∗, fi〉| ≤ η} ∩ {`; |〈`, |f1|〉 − 〈ν∗, |f1|〉| ≤ η}.

Alors Γ◦(η) ⊂M (mêmes arguments que dans la preuve du théorème 2.5). On
notera dans la suite Γn(η) = {LY

n ∈ Γ(η)} et on utilisera fréquemment Γ et Γn

à la place de Γ(η) et Γn(η). Comme f : Σk → R peut être considérée comme
une fonction de Σn dans R, (2.9) et une application immédiate du théorème de
Fubini entrainent que :

〈f, µn
Y k|Aδ

〉 = 〈f, µn
Y n|Aδ

〉 = 〈f1Γn , µn
Y n|Aδ

〉+ 〈f1Γc
n
, µn

Y n|Aδ
〉.

Notre but est de démontrer que limδ→0 limn→∞〈f, µn
Y k|Aδ

〉 = 〈νk
∗ , f〉. Le même

calcul que précédemment entraine que :

〈f, µn
Y k|Aδ

〉 − 〈f, νk
∗ 〉 = 〈f1Γc

n
, µn

Y n|Aδ
〉 − 〈f, νk

∗ 〉µn
(
Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
+ 〈f1Γn , µn

Y n|Aδ
〉 − 〈f, νk

∗ 〉µn
(
Ly

n ∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
.

(2.13)

Occupons-nous d’abord des deux premiers termes de la partie droite de l’équation
(2.13). Le lemme 2.6 entraine que

lim
δ→0

lim
n→∞

µn
(
Ly

n /∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
= 0
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et

|〈f1Γc
n
, µn

Y n|Aδ
〉|

=
∣∣∣ ∫

Σn

k∏
i=1

fi(yi)
1Aδ,n∩Γc

n
(y1, . . . , yn)

Qn(Aδ)
µ(dy1) · · ·µ(dyn)

∣∣∣
≤

( k∏
i=2

‖fi‖∞
)∫

Σn

|f1(y1)|
1Aδ,n∩Γc

n
(y1, . . . , yn)

Qn(Aδ)
µ(dy1) · · ·µ(dyn),

où la dernière intégrale converge vers 0 grâce au lemme 2.10. Par suite, pour
tout η > 0,

lim
δ→0

lim
n→∞

{
〈f1Γc

n(η), µ
n
Y n|Aδ

〉 − 〈f, νk
∗ 〉µn

(
Ly

n /∈ Γ(η)|Ly
n ∈ Aδ

)}
= 0. (2.14)

Considérons maintenant les deux derniers termes de la partie droite de (2.13).
Il est utile de comparer 〈f1Γn , µn

Y n|Aδ
〉 avec E [

∏k
1〈fi , LY

n 〉 1Γn|Aδ,n]. En effet,
la définition de Γn nous donne des informations sur des quantités telles que
〈fi , LY

n 〉. En utilisant la même technique que dans la preuve du corollaire 7.3.5
dans [20], on obtient :

|〈f1Γn ,µn
Y n|Aδ

〉 − E [
k∏

i=1

〈fi, L
Y
n 〉1Γn|Aδ,n]|

≤ 2
(
1− n!

nk(n− k)!

)( k∏
i=2

‖fi‖∞
)
· · ·∫

Σn

|f1(y1)|1Γn µn
Y n|Aδ

(dy1 · · · dyn).

(2.15)

Il s’agit maintenant de contrôler la dernière intégrale :

∫
Σn

|f1(y1)|µn
Y n|Aδ

(dy1 · · · dyn)

=

∫
Σn

〈|f1|, LY
n 〉µn

Y n|Aδ
(dy1 · · · dyn) ≤ 〈|f1|, ν∗〉+ η,

où la dernière inégalité provient de la définition même de Γ (c’est précisement
pour cette raison que le contrôle sur |f1| apparâıt dans la définition de Γ). Par
suite, pour tout δ > 0,

∣∣〈f1Γn , µn
Y n|Aδ

〉 − E [
k∏

i=1

〈fi, L
Y
n 〉1Γn|Aδ,n]

∣∣ ≤ C
(
1− n!

nk(n− k)!

)
−−−→
n→∞

0
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et pour tout η > 0,

lim
δ→0

lim
n→∞

{
〈µn

Y k|Aδ
, f1Γn(η)〉 − E [

k∏
i=1

〈fi, L
Y
n 〉1Γn(η)|Aδ,n]

}
= 0. (2.16)

Enfin, la définition de Γ entraine que

∣∣E [
k∏

i=1

〈fi, L
Y
n 〉1Γn(η)|Aδ,n]− 〈f, νk

∗ 〉µn
(
Ly

n ∈ Γ(η)|Ly
n ∈ Aδ

)∣∣
=

∣∣E [
k∏

i=1

〈fi, L
Y
n 〉1Γn −

k∏
1

〈fi, ν∗〉 1Γn|Aδ,n]
∣∣

=
∣∣E [〈f1, L

Y
n 〉

k∏
i=2

〈fi, L
Y
n 〉1Γn − 〈f1, ν∗〉

k∏
i=2

〈fi, L
Y
n 〉1Γn

+〈f1, ν∗〉〈f2, L
Y
n 〉

k∏
i=3

〈fi, L
Y
n 〉1Γn − 〈f1, ν∗〉〈f2, ν∗〉

k∏
i=3

〈fi, L
Y
n 〉1Γn + · · · ]

∣∣
≤ η

k∏
i=2

‖fi‖∞ + η|〈f1, ν∗〉|
k∏

i=3

‖fi‖∞ + · · ·

≤ Cη. (2.17)

Il reste à faire tendre η vers zéro pour conclure que (2.14), (2.16) et (2.17)
entrainent que

lim
δ→0

lim
n→∞

{
〈µn

Y k|Aδ
, f〉 − 〈f, νk

∗ 〉
}

= 0.

La convergence est donc prouvée pour tout f =
∏k

1 fi où f1 ∈ Mτ et fi ∈
B, i ≥ 2. En particulier, si fi ∈ Cb(Σ), i ≥ 2, alors 〈µn

Y k|Aδ
, f1

∏k
2 fi〉 →

〈(ν∗)k, f1

∏k
2 fi〉, ce qui peut se réécrire

〈mn
f1

, g〉 −−−→
n→∞

x〈ν∗, f1〉〈(ν∗)k−1, g〉, (2.18)

où mn
f1

(dy2 · · · dyk) =
∫

z∈Σ
f1(z)µn

Y k|Aδ
(dzdy2 · · · dyk) est une mesure signée et

g =
∏k

2 fi. Comme Σ est séparable, Cb(Σ)k−1 détermine la convergence pour
P(Σk) et (2.18) est vrai pour tout g ∈ Cb(Σ

k−1). Cela complète la preuve du
théorème 2.11. 2

On pourrait se demander comment étendre ce résultat à une classe de
fonctions-test plus large que F , Mτ (Σ

k) par exemple. On serait alors tenté
de remplacer, dans la preuve ci-dessus Γ(η) par un ensemble du type Γ∗ =
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{` ∈ L∗τ ; |〈`a⊗k − (ν∗)
⊗k, f〉| ≤ η} avec f dans Mτ (Σ

k). Malheureusement,
` 7→ `a⊗k n’est pas une application continue pour les topologies σ(M∗

τ ,Mτ ) et
σ(Mτ (Σ

k)∗,Mτ (Σ
k)) (pour un tel argument, voir par exemple [20], exercice

7.3.18). En conséquence, il n’est pas évident que M⊂ Γ◦∗ et que le lemme 2.6
soit utilisable dans un tel cadre.

2.5.3 Plus d’informations sur le comportement-limite de
µn

Y |Aδ

Nous considérons ici le cas monodimensionnel où k = 1 et où la topologie
est σ(L′τ , Lτ ). On a vu dans les paragraphes 2.4 et 2.5.2 que

– aucune partie singulière n’apparâıt quand on travaille avec la topologie
σ(L′τ , Mτ ) (voir la remarque 2.12) :

〈µn
Y |Aδ

, f〉 → 〈`a, f〉 pour tout f ∈ Mτ .

– les parties singulières présentent un intérêt.
– il peut exister, pour une contrainte donnée -même convexe-, plusieurs

minimisants. (voir la proposition 2.7).
Par conséquent, plusieurs questions se posent :

– quand on considère la topologie σ(L′τ , Lτ ), µn
Y |Aδ

admet-elle une unique
limite `, où ` est un minimisant ?

– la mesure µn
Y |Aδ

admet-elle plusieurs points d’accumulation ? Tous les
minimisants sont-ils des points d’accumulation ?

Notre réponse à ces questions est partielle. On démontre juste, dans la section
à venir, que l’ensemble des points d’accumulation de {µn

Y |Aδ
}n,δ est non vide et

est un sous-ensemble de l’adhérence de l’enveloppe convexe de M.

Remarque 2.13 La séparabilité d’un espace d’Orlicz est directement liée au
fait que la fonction de Young associée θ satisfait la condition ∆2, c’est à dire

θ(2s) ≤ Kθ(s).

Ici, τ crôıt trop vite pour satisfaire cette condition. Par suite, la boule unité
(forte) de L′τ n’admet pas de base de voisinages dénombrable pour la topologie
σ(L′τ , Lτ ). Ainsi, pour une suite de la boule unité de L′τ , l’existence d’une sous-
suite convergente n’est pas garantie.

Deux des outils les plus utilisés pour traiter les questions de convergence dans
les espaces non séparables sont les filtres et les nets (anglais), que nous conti-
nuerons à appeler nets du fait de notre ignorance de toute traduction autorisée.
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Bien que Cartan ait popularisé l’utilisation des filtres en France, nous utilise-
rons les nets dont la manipulation reste très proche de celle des suites. De
bonnes références sur le sujet sont les ouvrages de Dudley [23], Kelley [34]
ainsi que le livre de Reed et Simon [44].
Rappelons qu’un subnet (yα)α∈A d’une suite (un)n≥1 est une famille (yα)α∈A où
A est un ensemble filtrant à droite tel qu’il existe p : A → N vérifiant :

– α ≤ β ⇒ p(α) ≤ p(β).
– Pour tout n ∈ N, il existe αn tel que p(αn) ≥ n.
– yα = up(α)

Le subnet (yα) converge vers y∞ si pour tout voisinage V de y∞, il existe α0

tel que α ≥ α0 implique yα ∈ V . Voici deux différences fondamentales entre un
subnet et une sous-suite : A peut être énorme par rapport à N et l’ordre ≤ est
un ordre partiel sur A.

Comme la convergence est d’un type particulier (d’abord n → ∞ puis
δ → 0), on précise d’abord ce qu’est un point d’accumulation.
On dit que ν ∈ L′τ est un (n, δ)-point d’accumulation de {µn

Y |Aδ
}n,δ s’il existe

une famille {νδ}δ>0 ⊂ L′τ telle que
– pour tout δ > 0, il existe un subnet de la suite {µn

Y |Aδ
}n≥1 convergent

vers νδ pour la toplogie σ(L′τ , Lτ ).
– il existe une suite croissante δn → 0 telle que il existe un subnet de
{νδn}n≥1 convergent vers ν pour la topologie σ(L′τ , Lτ ).

La proposition suivante nous sera utile pour démontrer le théorème 2.16,
principal résultat de ce paragraphe.

Proposition 2.14 Soit {µp(β)
Y |Aδ

}β∈B un subnet convergent vers νδ. Alors, pour

tout f ∈ Lτ , il existe une sous-suite {µφδ(n)
Y |Aδ

} vérifiant

lim
n→∞

〈µφδ(n)
Y |Aδ

, f〉 = 〈νδ, f〉. (2.19)

Preuve. Considérons le voisinage suivant de νδ, Vn = {ξ ∈ L′τ , |〈ξ−νδ, f〉| < 1
n
}.

La définition même du subnet entraine que : ∃βn ∈ B, p(βn) ≥ n, µ
p(βn)
Y |Aδ

∈ Vn.
Choisissons une suite croissante de βn, alors

〈µp(βn)
Y |Aδ

, f〉 → 〈νδ, f〉

et la proposition est démontrée. 2

Remarque 2.15 On remarquera qu’il est nécessaire, dans la proposition précédente,
de travailler avec des nets. En effet, le théorème de Bolzano-Weierstass nous
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permet d’extraire une sous-suite convergente de 〈µn
Y |Aδ

, f〉. Néanmoins, nous ne

sommes pas sûrs que cette sous-suite converge vers 〈νδ, f〉. Or cette information
nous importe puisqu’on a besoin du contrôle suivant :

|〈f, νδ〉| ≤ lim sup
n→∞

|〈f, µn
Y |Aδ

〉|.

Théorème 2.16 Supposons que (H-0) et (H-1) sont vérifiées. Soit C l’en-
semble des (n, δ)-points d’accumulation de {µn

Y |Aδ
}n,δ, alors C est un sous-

ensemble non vide de co(M), l’adhérence de l’enveloppe convexe de M.

La preuve du théorème 2.16 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 2.17 Pour tout δ > 0, {µn
Y |Aδ

}n≥1 est relativement compact pour la

topologie σ(L′τ , Lτ ).

Dans ce lemme, δ est fixé et on s’intéresse à un résultat valide uniformément
en f . Par suite, les lemmes 2.6 et 2.10 ne sont pas directement exploitables.
Néanmoins, les résultats suivants se démontrent très facilement en reprenant

leurs preuves. Soit Γa,f
4
= {` ∈ L′τ , |〈`, f〉| ≤ a}, où f ∈ Lτ et a ≥ 0. Comme

M est compact, il existe pour tout f un a tel que M⊂ Γa,f . De plus, on peut
démontrer que pour tout δ > 0 et f ∈ Lτ , on a

lim
a→∞

lim sup
n

1

n
log µn

(
Ly

n /∈ Γa,f |Ly
n ∈ Aδ

)
= −∞ (2.20)

et il existe a > 0 tel que

E [|〈f, LY
n 〉|1Γc

a,f
(LY

n )
∣∣LY

n ∈ Aδ] →n→∞ 0. (2.21)

Ces deux énoncés sont analogues aux lemmes 2.6 et 2.10 pour un δ fixé.

Preuve du lemme 2.17. Soit f appartenant à Lτ . Choisissons a de manière
à ce que (2.21) soit vérifié. Alors

|〈f, µn
Y |Aδ

〉|
= |E [〈f, LY

n 〉
∣∣LY

n ∈ Aδ]|
≤ E [|〈f, LY

n 〉|1Γa,f
(LY

n )
∣∣LY

n ∈ Aδ] + E [|〈f, LY
n 〉|1Γc

a,f
(LY

n )
∣∣LY

n ∈ Aδ]

≤ a + E [|〈f, δY1〉|1Γc
a,f

(LY
n )
∣∣LY

n ∈ Aδ].

Grâce à (2.21), limn E [|〈f, δY1〉|1Γc
a,f

(LY
n )
∣∣LY

n ∈ Aδ] = 0. Il s’ensuit que :

sup
n
|〈f, µn

Y |Aδ
〉| < ∞, pour tout f ∈ Lτ et δ > 0.
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Les théorèmes de Banach-Steinhaus et Banach-Alaoglu entrainent que {µn
Y |Aδ

}n≥1

est relativement compact et qu’il existe un subnet de {µn
Y |Aδ

}n≥1 convergent vers
νδ ∈ L′τ . 2

Preuve du théorème 2.16. Montrons d’abord que C n’est pas vide. Fixons
f ∈ Lτ . Comme ` 7→ |〈`, f〉| est continue et que M est un ensemble compact, il
existe a > 0 tel queM⊂ {` ∈ L′τ , |〈`, f〉| < a }. Soit Γ = {` ∈ L′τ , |〈`, f〉| ≤ a}
alors M⊂

◦
Γ et

|〈f, µn
Y |Aδ

〉| = |E [〈f, LY
n 〉
∣∣Aδ,n]|

≤ E [|〈f, LY
n 〉|1Γn

∣∣Aδ,n] + E [|〈f, LY
n 〉|1Γc

n

∣∣Aδ,n]

≤ a + E [|〈f, δY1〉|1Γc
n

∣∣Aδ,n].

Du fait du lemme 2.10, limδ limn E [|〈f, δY1〉|1Γc(LY
n )
∣∣LY

n ∈ Aδ] = 0. Par conséquent,
pour tout f ∈ Lτ

lim sup
δ

lim sup
n

|〈f, µn
Y |Aδ

〉| < ∞. (2.22)

Prenons δ > 0 et νδ un point d’accumulation de {µn
Y |Aδ

}n≥1. Le lemme 2.17

et la proposition 2.14 entrainent l’existence d’une sous-suite {µφδ(n)
Y |Aδ

}n≥1 de

{µn
Y |Aδ

}n≥1 telle que 〈µφδ(n)
Y |Aδ

, f〉 →n 〈νδ, f〉. Il s’ensuit que

|〈f, νδ〉| ≤ lim sup
n

|〈f, µn
Y |Aδ

〉|

et que
lim sup

δ
|〈f, νδ〉| ≤ lim sup

δ
lim sup

n
|〈f, µn

Y |Aδ
〉|.

La propriété (2.22) entraine que pour toute sous-suite {δn}n≥1 convergeant vers
zéro,

lim sup
n

|〈f, νδn〉| ≤ lim sup
δ

|〈f, νδ〉| < ∞.

Par conséquent, supn |〈f, νδn〉| < ∞ pour tout f ∈ Lτ . Les théorèmes de
Banach-Steinhaus et Banach-Alaoglu entrainent que {νδn}n≥1 est relativement
compact pour la topologie σ(L′τ , Lτ ) et qu’il existe un subnet de {νδn}n≥1

convergeant vers ν ∈ L′τ . Par suite, C ⊂ L′τ n’est pas vide.
Montrons maintenant que C ⊂ co(M). Supposons que ξ /∈ co(M). Le

théorème de Hahn-Banach assure l’existence de f ∈ Lτ telle que 〈ξ, f〉 > a et

〈`, f〉 < a pour tout ` ∈ co(M). Soit Γ
4
= {` ∈ L′τ , 〈`, f〉 ≤ a}, alors M ⊂ Γ◦

et

〈µn
Y |Aδ

, f〉 − 〈ξ, f〉 = E [〈f, LY
n 〉 − 〈ξ, f〉|Aδ,n]

= E [〈LY
n , f〉1Γn|Aδ,n]− 〈ξ, f〉µn

(
Ly

n ∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
+ ε(n, δ),
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où ε(n, δ) = E [
{
〈LY

n , f〉 − 〈ξ, f〉
}
1Γc

n
|Aδ,n]. Grâce aux lemmes 2.6 et 2.10,

limδ limn ε(n, δ) = 0. La définition même de Γ entraine

E [〈LY
n , f〉1Γn|Aδ,n] ≤ a.

Comme co(M) ⊂ Γ, on a :

lim
δ→0

lim
n→∞

µn
(
Ly

n ∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
= 1,

ce qui entraine que

lim
δ→0

lim
n→∞

〈ξ, f〉µn
(
Ly

n ∈ Γ|Ly
n ∈ Aδ

)
> a.

Finalement, on obtient : lim infδ lim infn |〈µn
Y |Aδ

, f〉 − 〈ξ, f〉| > 0, soit ξ /∈ C.
Ceci achève la démonstration du théorème . 2

2.6 Bilan

Résumons brièvement l’ensemble des résultats de convergence établis dans
ce chapitre.

– si f est mesurable bornée, alors :

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
f dν∗,

où ν∗ est la partie absolument continue commune à tous les minimisants
de la fonction de taux I sur A0 (théorème 2.5).

– si f a tous ses moments exponentiels (f ∈ Mτ ), i.e. :

∀α > 0, Eeα|f(Y )| < ∞,

alors le résultat précédent demeure valide (théorème 2.11) :

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
f dν∗.

– si f n’a que quelques moments exponentiels (f ∈ Lτ ), i.e. :

∃α > 0, Eeα|f(Y )| < ∞,

alors nous sommes bien en peine de décrire le comportement asympto-
tique de E[f(Y1)|LY

n ∈ Aδ], si ce n’est qu’à priori, plusieurs minimisants
sont “impliqués” (théorème 2.16).
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Soit (Zi)i∈N une suite de variables aléatoires à valeurs Rd, indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) satisfaisant :

Eeα|Zi| < +∞ pour un α > 0. (3.1)

Soit (xn
i ; 1 ≤ i ≤ n; n ≥ 1) une suite d’éléments à valeurs X satisfaisant :

1

n

n∑
1

δxn
i

conv. étroite−−−−−−−→
n→∞

R,

où R est une probabilité sur X vérifiant la condition suivante de stricte posi-
tivité :

R(U) > 0 pour tout U ouvert non vide de X .
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L’objet de ce chapitre est d’établir un principe de grandes déviations (PGD)
pour la moyenne empirique pondérée :

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

 f1(x
n
i ) · Zi
...

fm(xn
i ) · Zi

 (
4
=

1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zi ∈ Rm

)
,

où chaque fk est une fonction continue bornée de X dans Rd et · représente le
produit scalaire sur Rd.
Des principes de grandes déviations similaires ont été étudiés dans un contexte
de mécanique statistique par Ben Arous, Dembo et Guionnet [3], la mesure em-
pirique 1

n

∑n
1 δxn

i
étant cette fois-ci aléatoire. L’étude de formes quadratiques

de processus gaussiens a également donné lieu à des travaux voisins, voir par
exemple Bryc et Dembo [10] et les travaux de Bercu, Gamboa, Lavielle, Rouault
et Zani [5, 6, 30, 59]. Le lien avec les processus gaussiens provient du fait
que le périodogramme empirique de tels processus peut s’exprimer comme une
moyenne pondérée de variables aléatoires i.i.d. et distribuées selon une loi du
χ2. Enfin, on notera que l’étude d’une telle moyenne empirique est le prélude à
toute étude des grandes déviations de mesures empiriques du type 1

n

∑
Ziδxn

i
.

Une telle étude est menée au chapitre 4 où on trouvera également les références
bibliographiques appropriées.

Le résultat principal de ce chapitre est l’établissement d’un PGD sans faire
l’hypothèse d’escarpement pour la log-Laplace (théorème 3.2). Sans cette hy-
pothèse, on ne peut plus utiliser le théorème de Gärtner-Ellis. Plus précisement,
on n’a plus accès à la technique de Cramér du changement de mesure exponen-
tiel (cf. Introduction). Notre approche consiste à établir dans un premier temps
le PGD pour des fonctions en escalier. Cela nous permet (schématiquement)
d’utiliser le théorème de Cramér, valable sous la condition (3.1) (voir Bahadur
et Zabell [4], et la section 6.1 dans [20]), sur chaque ensemble où la fonction
en escalier est constante. Une approximation exponentielle nous permet enfin
d’obtenir le PGD désiré.

3.1 Le PGD pour la moyenne empirique pondérée

3.1.1 Hypothèses et notations

Soit X un espace vectoriel topologique muni de sa tribu de Borel B(X ) et
soit R une probabilité sur X . On appelle C(X ) (resp. Cd(X )) l’ensemble des
fonctions continues bornées de X à valeurs R (resp. Rd) ; L1

d(X ) l’ensemble des
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fonctions R-intégrables sur X à valeurs Rd et P(X ) l’ensemble des probabilités
sur X . On omettra de temps à autre X et on notera les espaces précédents
simplement C, Cd, L1

d. On désignera par | · | une norme sur un espace vectoriel
de dimension finie (indifférement R, Rd ou Rm×d). On note ‖ · ‖ la norme
du supremum sur l’ensemble des fonctions continues bornées de X à valeurs
dans un espace vectoriel de dimension finie (en général R, Rd ou Rm×d), i.e.
‖f‖ = supx∈X |f(x)|. Comme d’habitude, δa est la mesure de Dirac en a. On
fait les hypothèses suivantes :

Hypothèse H-2 R est une probabilité sur (X ,B(X )) satisfaisant

si U est un ouvert non vide, alors R(U) > 0.

Hypothèse H-3 La famille ( xn
i ; 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1) ⊂ X satisfait

1

n

n∑
i=1

δxn
i

conv. étroite−−−−−−−→
n→∞

R où R ∈ P(X ). (3.2)

Remarque 3.1 La combinaison des hypothèses (H-2) et (H-3) est habituelle
(voir [3], [28] et [29]). On construit dans la section 3.1.3 deux contre-exemples
dans le cas où l’hypothèse (H-2) n’est pas satisfaite.

Hypothèse H-4 Soit (Zi)i∈N une suite de variables aléatoires à valeurs Rd,
indépendantes et identiquement distribuées selon la loi PZ. On suppose que la
condition suivante de moments exponentiels est vérifiée :

Eeα|Z| < +∞ pour un α > 0. (3.3)

Ici, PZ est l’image de P. C’est-à-dire que P{Zi ∈ A} = PZ(A), où Zi :
(Ω,F , P) → (R,B(R)).
On note Λ la log-Laplace de Z et Λ∗ sa conjuguée convexe :

Λ(λ) = log Eeλ·Z , λ ∈ Rd,

Λ∗(z) = sup
λ∈Rd

{λ · z − Λ(λ)}, z ∈ Rd,

où · est le produit scalaire sur Rd. On notera par DΛ = {λ ∈ Rd; Λ(λ) < ∞}
le domaine effectif de Λ.
Soit a une matrice m × d et z un élément de Rd. On notera a · z le produit
matriciel habituel, soit

a · z =

 a1 · z
...

am · z

 ,
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aj étant la je ligne de la matrice a. Ainsi, selon le contexte · désigne le produit
scalaire λ · z ou le produit matriciel a · z. Soit f : X → Rm×d une fonction
(matricielle) continue bornée, alors toutes les composantes de la matrice f sont
des fonctions continues bornées et

f(x) · z =

 f1(x) · z
...

fm(x) · z

 ,

où fj(x) ∈ Cd(X ) est la je ligne de la matrice f . Si u : X → Rd est une fonction
mesurable, on note∫

X
f(x) · u(x) R(dx) =


∫
X f1(x) · u(x) R(dx)

...∫
X fm(x) · u(x) R(dx)

 .

Enfin, on introduit la moyenne pondérée dont on va étudier le PGD.

〈Ln, f〉
4
=

1

n

n∑
i=1

f(xn
i ) · Zi (∈ Rm).

On utilisera la convention suivante : x sera à valeurs dans X , y et θ seront des
éléments de Rm et z et λ, des éléments de Rd.

3.1.2 Le principe de grandes déviations

Théorème 3.2 Soit f : X → Rm×d une fonction continue bornée. On suppose
que (H-2), (H-3) et (H-4) sont vérifiées. Alors la famille

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
i=1

f(xn
i ) · Zi ∈ Rm

satisfait le principe de grandes déviations dans (Rm,B(Rm)) de bonne fonction
de taux

If (y) = sup
θ∈Rm

{
θ · y −

∫
X

Λ
[ m∑

j=1

θjfj(x)
]
R(dx)

}
, y ∈ Rm (3.4)

où fj représente la je ligne de la matrice f (fj ∈ Cd(X )).

La démonstration du théorème 3.2 est établie en section 3.2.

Remarque 3.3 On remarquera que la fonction de taux If s’exprime comme
la conjuguée convexe de

∫
X Λ[

∑m
1 θjfj(x)] R(dx) qui joue ici le rôle de la log-

Laplace limite.
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3.1.3 Deux contre-exemples

Considérons la probabilité empirique suivante, définie sur l’espace [0, 2] :

Pn =
1

n

n−1∑
i=1

δ i
n

+
δ2

n
.

Alors Pn converge faiblement vers `(dx) où ` représente la mesure de Lebesgue
sur [0, 1]. En tant que mesure sur [0, 2], ` ne satisfait pas l’hypothèse (H-2).
On construit dans cette section une probabilité PZ et une suite de variables
aléatoires Zi i.i.d. PZ-distribuées, satisfaisant (H-4) telles que
• si f est une fonction continue qui prend la valeur 0 sur [0, 1] et 1 en 2, alors
les variables aléatoires

1

n

n−1∑
i=1

f

(
i

n

)
Zi +

f(2)

n
Zn =

Zn

n

ne satisfont pas de principe de grandes déviations.
• si f est une fonction continue qui prend la valeur 1 sur [0, 1] et −1 en 2, alors
les variables aléatoires

1

n

n−1∑
i=1

f

(
i

n

)
Zi +

f(2)

n
Zn =

1

n

n−1∑
i=1

Zi −
Zn

n

ne satisfont pas de principe de grandes déviations.
Le premier contre-exemple montre comment une particule peut ne pas sa-

tisfaire de PGD et illustre l’effet régularisant de la moyennisation : bien que
Z
n

ne satisfasse pas de PGD, 1
n

∑n
1 Zi satisfait un PGD (théorème de Cramér).

On montre également, au lemme 3.6, que 1
n

∑N(n)
1 Zi satisfait un PGD sous

réserve que N(n)/n → ρ > 0.
Le second contre-exemple, dont l’étude est beaucoup plus délicate, apporte

l’éclairage suivant : bien que 1
n

∑n−1
1 Zi satisfasse un PGD, l’ajout d’une contri-

bution−Zn

n
brise le PGD, illustrant le fait qu’ “en l’absence de tous les moments

exponentiels, une simple particule peut modifier un phénomène de grandes
déviations”.

Ces remarques nous permettent de bien comprendre l’hypothèse de stricte
positivité de la probabilité R (hypothèse (H-2)). Supposons que la particule
Z
n

ne satisfait pas de PGD et considérons 1
n

∑n
1 f(xi)Zi. L’hypothèse (H-2)

assure que, autour de n’importe quel point x0 ∈ X , il ne peut pas y avoir
une unique particule f(x0)

Zi

n
qui briserait le PGD, comme c’est le cas dans
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le second contre-exemple. Au contraire, il y a assez de particules (Zi) autour
de x0 pour que le phénomène de moyennisation précédemment cité ait lieu.
Expliquons qualitativement le phénomène. Soit V un voisinage autour de x0

sur lequel f est presque constante (du fait de sa continuité) : f ≈ a. Alors,

1

n

n∑
1

f(xi)Zi =
1

n

∑
xi∈V

f(xi)Zi +
1

n

∑
xi /∈V

f(xi)Zi

≈ a

n

∑
xi∈V

Zi + · · · .

Comptons le nombre de xi appartenant à V .

NV (n) = ]{xi ∈ V } =
n∑
1

1V (xi) et
NV (n)

n
→ R(V ) > 0,

d’après l’hypothèse (H-2) (V est un ouvert non vide) et sous réserve que la
frontière de V ait de bonnes propriétés (R(∂V ) = 0). Cela nous assure qu’au-
tour de x0,

1
n

∑
xi∈V Zi satisfait un PGD et que le phénomène mis en évidence

lors du second contre-exemple ne peut pas avoir lieu.

On étudie d’abord le cas d’une “particule élémentaire” Z
n
.

Exemple d’une particule qui ne satisfait pas de PGD. Considérons la
variable aléatoire Z dont la distribution est donnée par

PZ(ak) = P{Z = ak} = c
e−ak

1 + a3
k

k ≥ 0, (3.5)

où ak = 16k et c est une constante de normalisation. On montre dans un
premier temps que :

lim inf
n→∞

1

n
log P

{
Z

n
∈]1, 2[

}
= −∞. (3.6)

Pour cela, considérons la sous-suite φ(n) = 2an alors

P{Z/φ(n) ∈]1, 2[} = P{φ(n) < Z < 2φ(n)} = 0,

du fait que φ(n) = 2an > an et 2φ(n) = 4an < an+1 = 16an. Ainsi, (3.6) est
prouvée. Montrons maintenant que :

lim sup
n→∞

1

n
log P

{
Z

n
∈ [1 + η, 2− η]

}
≥ −8

7
. (3.7)
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Etant donnée la sous-suite φ(n) = 14an−1, on a

P
{

Z

φ(n)
∈ [1 + η, 2− η]

}
= PZ{an} = c

e−an

1 + a3
n

et limn 1/φ(n) log P{Z/φ(n) ∈ [1+η, 2−η]} = −8/7. Par suite, (3.7) est établie.
Supposons maintenant que Z

n
satisfait un PGD de fonction de taux J , alors :

−8/7 ≤ lim sup
n

1

n
log P{Z/n ∈ [1 + η; 2− η]} ≤ − inf

u∈[1+η;2−η]
J(u)

− inf
u∈]1;2[

J(u) ≤ lim inf
n

1

n
log P{Z/n ∈]1; 2[} ≤ −∞.

On devrait alors avoir infu∈[1+η;2−η] J(u) < infu∈]1;2[ J(u), ce qui est impossible.
Par conséquent, Z

n
ne satisfait pas de PGD.

Second contre-exemple. On reprend la même famille de variables aléatoires
(Zi), PZ-distribuées (voir (3.5)). Le contre-exemple est basé sur l’idée suivante :
considérons l’événement {Zn − Z/n ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε]} où z est négatif et où
Zn = 1/n

∑
Zi. Comme Zn est une quantité toujours positive, le seul moyen

pour que l’événement précédent soit réalisé est que Z/n soit grand. Comme la
“particule” Z/n ne satisfait pas de PGD, il y a de grandes chances que ce soit
également le cas pour Zn − Z/n. On le démontre dans cette section.

Proposition 3.4 Les variables aléatoires (Zn−Z/n) ne satisfont pas de PGD.

la proposition 3.4 repose sur la proposition 3.5. Soit z∗− = Λ′(−1), soit ε > 0
fixé et soit z < z∗− − 2ε alors :

Proposition 3.5 Il existe un nombre réel fini A > 0 tel que

lim inf
n→∞

1

n
log P{Zn − Z/n ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε]} ≤ −A. (3.8)

Il existe de plus des nombres réels α ∈]0, 1[, δ ∈]0, (1 − α)2 ε[ et un nombre
réel B ∈]0; A[ tels que :

−B ≤ lim sup
n

1

n
log P

{
Zn − Z/n ∈ [z + α 2 ε− δ; z + α 2 ε + δ]

}
. (3.9)

La démonstration de la proposition 3.5 est établie dans la section 3.4.
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Preuve de la proposition 3.4. Supposons que (Zn−Z/n)n≥1 satisfasse un PGD
de fonction de taux J et choisissons α et δ comme dans la proposition 3.5.
Alors :

− inf
z∈(z−2 ε;z+2 ε)

J(z) ≤ lim inf
n→∞

1

n
log P{Zn − Z/n ∈ (z − 2ε; z + 2ε)}

(a)

≤ −A,

où (a) provient de (3.8) et

−B
(b)

≤ lim sup
n→∞

1

n
log P

{
Zn − Z/n ∈ [z + α 2ε− δ; z + α 2ε + δ]

}
≤ − inf

[z+α 2ε−δ;z+α 2ε+δ]
J(z),

où (b) provient de (3.9). Comme B < A, on devrait avoir

inf
u∈[z+α 2ε−δ;z+α 2ε+δ]

J(u) < inf
u∈(z−2ε;z+2ε)

J(u),

ce qui est impossible. 2

3.2 Preuve du PGD

La preuve du théorème 3.2 comporte deux parties. Dans un premier temps,
nous établissons le PGD (section 3.2.1) puis nous identifions la fonction de
taux (section 3.2.2).

3.2.1 Le principe de grandes déviations

La démonstration repose sur plusieurs résultats intermédiaires.
A l’aide d’une version modifiée du théorème de Cramér (lemme 3.6), on

établit le PGD pour des fonctions étagées prenant un nombre fini de valeurs
(lemme 3.7) : soit f(x) =

∑p
1 ak1Ak

(x) alors

〈Ln, f〉
D
=

1

n

NA1
(n)∑

i=1

a1 · Z(1)
i + · · ·+ 1

n

NAp (n)∑
i=1

ap · Z(p)
i

satisfait le PGD. Finalement, nous montrons à la proposition 3.8 que (〈Ln, f
p〉)p≥1

est une approximation exponentielle de 〈Ln, f〉 où (fp) est une suite bien choisie
de fonctions étagées prenant un nombre fini de valeurs. Cette étape est la clé
de la preuve et entraine le PGD pour 〈Ln, f〉.
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Lemme 3.6 Soit (Zi)i≥1 une suite de variables aléatoires satisfaisant l’hy-
pothèse (H-4). Supposons de plus que (NA(n))n≥1 est une suite d’entiers satis-
faisant :

lim
n→∞

NA(n)

n
= RA > 0.

Alors
(

1
N

∑NA(n)
1 Zi

)
satisfait le PGD de bonne fonction de taux

I(z) = RA Λ∗(
z

RA

).

Preuve. On note Λ∗(B) = infz∈B Λ∗(z). Remarquons dans un premier temps
que

Z̄A
n =

1

NA(n)

NA(n)∑
i=1

Zi

satisfait un PGD de bonne fonction de taux Λ∗ à la vitesse NA(n), c’est-à-dire

−Λ∗(
◦
B) ≤ lim inf

n→∞

1

NA(n)
log P

{
Z̄A

n ∈ B
}

−Λ∗(B̄) ≥ lim sup
n→∞

1

NA(n)
log P

{
Z̄A

n ∈ B
}

,

où
◦
B (resp. B̄) représente l’intérieur (resp. l’adhérence) de B. En effet, cela

découle directement du théorème de Cramér dans Rd, valable sous l’hypothèse
(H-4) (voir par exemple [20], section 6).
Considérons d’autre part des variables aléatoires dégénérées αn de loi P{αn =
NA(n)

n
} = 1 et indépendantes de (Z̄A

n ). Il est immédiat de vérifier que la suite
(αn) satisfait un PGD à la vitesse NA(n) de bonne fonction de taux

δ(t|RA) =

{
0 si t = RA,
+∞ sinon.

Par conséquent, le couple (αn, Z̄
A
n ) satisfait un PGD à la vitesse NA(n), de

bonne fonction de taux

δ ⊕ Λ∗(t, z) = δ(t|RA) + Λ∗(z)

(Lynch et Sethuraman [39], lemme 2.8). Enfin, le principe de contraction en-
traine que (αnZ̄

A
n ) satisfait un PGD à la vitesse NA(n) de bonne fonction de

taux

I(z) = inf{δ ⊕ Λ∗(t, z′), tz′ = z} = Λ∗
(

z

RA

)
,
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soit

−Λ∗(
◦
B/RA) ≤ lim inf

n→∞

1

NA(n)
log P

 1

n

NA(n)∑
i=1

Zi ∈ B


−Λ∗(B̄/RA) ≥ lim sup

n→∞

1

NA(n)
log P

 1

n

NA(n)∑
i=1

Zi ∈ B

 ,

ce qui achève la démonstration. 2

Lemme 3.7 On suppose que (H-3) et (H-4) sont vérifiées. Soit (Ak)1≤k≤p une
famille d’ensembles mesurables de X telle que R(Ak) > 0 et telle que chaque
Ak soit un ensemble de continuité de R (i.e. R(∂Ak) = 0 où ∂Ak = Āk − Åk).
Considérons la fonction étagée

f(x) =

p∑
k=1

ak1Ak
(x),

les ak étant des matrices m× d. Alors

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zi

=
1

n

n∑
1

(a1 · Zi) 1A1(x
n
i ) + · · ·+ 1

n

n∑
1

(ap · Zi) 1Ap(x
n
i )

satisfait le PGD dans (Rm,B(Rm)) avec pour bonne fonction de taux :

If (y) = inf
{ p∑

1

R(Ak)Λ
∗(uk);

p∑
1

ak · uk R(Ak) = y, uk ∈ Rd
}

= inf
u∈L1

d

{∫
X

Λ∗(u(x)) R(dx);

∫
X

f(x) · u(x) R(dx) = y
}

,

(3.10)

pour y ∈ Rm.

Preuve. • Soit f(x) =
∑p

1 ak1Ak
(x). On peut réecrire 〈Ln, f〉 sous la forme

suivante :

〈Ln, f〉 =
1

n

∑
i∈I1(n)

a1 · Zi + · · ·+ 1

n

∑
i∈Ip(n)

ap · Zi,
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où Ik(n) = {i ≤ n, xn
i ∈ Ak}. Soit NAk

(n) =
∑n

i=1 1Ak
(xi). Il existe p familles

indépendantes
(
Z̃

(k)
i ; i ≥ 1

)
1≤k≤p

de variables aléatoires i.i.d. et distribuées se-

lon la loi de Z telles que l’égalité suivante ait lieu en distribution :

〈Ln, f〉
D
=

1

n

NA1
(n)∑

i=1

a1 · Z̃(1)
i + · · ·+ 1

n

NAp (n)∑
i=1

ap · Z̃(p)
i

( 4
= 〈L̃n, f〉

)
. (3.11)

• Notons que

lim
n→∞

NAk
(n)

n
= lim

n→∞

∑n
i=1 1Ak

(xn
i )

n
= R(Ak),

du fait que Ak est un ensemble de continuité pour R. Par conséquent, on peut

appliquer le lemme 3.6 à chaque suite 1
n

∑NAk
(n)

i=1 Z̃
(k)
i . De plus, la suite

(ζn)n≥1 =
( 1

n

NA1
(n)∑

i=1

Z̃
(1)
i , . . . ,

1

n

NAp (n)∑
i=1

Z̃
(p)
i

)
n≥1

satisfait le PGD de bonne fonction de taux

I(z1, . . . , zp) =

p∑
k=1

R(Ak) Λ∗
( zk

R(Ak)

)
, zk ∈ Rd

(Lynch et Sethuraman [39], lemme 2.8). Par conséquent, le principe de contrac-
tion entraine le PGD pour 〈L̃n, f〉 avec la bonne fonction de taux

If (y) = inf
{ p∑

k=1

R(Ak) Λ∗
( zk

R(Ak)

)
,

p∑
1

ak · zk = y; zk ∈ Rd pour 1 ≤ k ≤ p
}

= inf
{ p∑

1

R(Ak) Λ∗(uk),

p∑
1

ak · uk R(Ak) = y; uk ∈ Rd pour 1 ≤ k ≤ p
}

.

Enfin, du fait de (3.11), le PGD a lieu pour 〈Ln, f〉.
• On établit maintenant l’égalité suivante :

If (y) = inf
u∈L1

d

{
∫
X

Λ∗(u(x)) R(dx),

∫
X

f(x) · u(x) R(dx) = y}. (3.12)

Supposons que uε est un ε-minimisant, i.e.∫
X

Λ∗(uε(x)) R(dx) ≤ If (y) + ε,

∫
f · uε dR = y.
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Considérons uk =
∫

Ak
uε(x) R(dx)/R(Ak) alors

∑p
k=1 ak · uk R(Ak) = y et

p∑
1

R(Ak) Λ∗(uk)
(Jensen)

≤
p∑
1

∫
Ak

Λ∗(uε(x))
R(dx)

R(Ak)
R(Ak) =

∫
X

Λ∗(uε(x)) R(dx).

Ainsi If (y) ≤ inf{
∫

Λ∗(u) dR,
∫

f ·u dR = y}. L’inégalité opposée est évidente.
Par suite (3.12) est établi. Ceci achève la démonstration du lemme 3.7. 2

Lemme 3.8 On suppose que (H-2), (H-3) et (H-4) sont vérifiés.
Soit f : X → Rm×d une fonction continue bornée, alors il existe une suite
(fp)p≥1 de fonctions étagées prenant un nombre fini de valeurs et satisfaisant
les hypothèses du lemme 3.7, telles que (〈Ln, f

p〉)p≥0 soit une approximation
exponentielle de 〈Ln, f〉, i.e. :

lim
p→∞

lim sup
n→∞

1

n
log P (|〈Ln, f

p〉 − 〈Ln, f〉| > δ) = −∞ pour tout δ > 0.

De plus, (〈Ln, f〉) satisfait le PGD de bonne fonction de taux :

Υ(y) = sup
ε>0

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,ε)

Ifp(y′), y ∈ Rm,

où B(y, ε) = {y′ ∈ Rm, |y′ − y| < ε}

La preuve de ce lemme s’appuie sur le lemme précédent (hypothèses (H-3) et
(H-4)), la proposition 3.12 et le lemme 3.17 (hypothèse (H-2)).
Preuve du lemme 3.8. • Approximation de f par des “bonnes” fonctions
étagées.
f : X → Rm×d est une fonction continue et bornée donc f(X ) est relative-
ment compact dans Rm×d. On peut donc appliquer la proposition 3.12. Celle-
ci entraine l’existence d’un recouvrement de X . Plus précisément, il existe
α1, . . . ,αp ∈ Rm×d et ε1, . . . , εp ≤ ε tels que

X ⊂ ∪p
k=1f

−1B(αk, εk) où R(∂f−1B(αk, εk)) = 0.

Comme B(αk, εk) est la boule de centre αk et de rayon εk, chaque ensemble
f−1B(αk, εk) est ouvert. Du fait de l’hypothèse (H-2), il est soit de mesure
strictement positive, soit vide. En ne gardant que les ensembles non vides,
on obtient un recouvrement de X par des ensembles R-continus et de mesure
strictement positive.
Les hypothèses du lemme de partition (lemme 3.13) sont satisfaites. Par suite,
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il existe une partition (Cl)1≤l≤q de X avec les propriétés énoncées au lemme
3.13. En particulier, pour chaque l, il existe un k tel que

Cl ⊂ f−1B(αk, εk). (3.13)

Considérons une application qui à chaque l associe un unique k(l) tel que (3.13)
soit vérifié. On note

f ε =

q∑
l=1

αk(l) 1Cl
.

Il est alors immédiat de vérifier que ‖f ε − f‖ ≤ ε. De plus, f ε vérifie les hy-
pothèses du lemme 3.7. En particulier, 〈f ε, Ln〉 satisfait un PGD de bonne
fonction de taux If ε . Posons maintenant p = [ε−1] (où [·] désigne la partie
entière) et considérons la fonction étagée associée fp. On obtient ainsi la suite
uniformément convergente vers f .

• L’approximation exponentielle et le PGD faible. Soit f une fonction continue
bornée à valeurs dans Rm×d et soit fp la fonction étagée approximante telle
que nous l’avons précédemment construite. On fixe η > 0 et on considère
{|〈Ln, f〉 − 〈Ln, f

p〉| > η}. Alors, il existe pε tel que pour p ≥ pε, ‖fp − f‖ < ε.
Par suite,

{|〈Ln, f〉 − 〈Ln, f
p〉| > η} =

{
|1/n

n∑
1

(f − fp) · Zi| > η

}

⊂

{
1/n

n∑
1

ε|Zi| > η

}
et

lim sup
n≥1

1

n
log P{|〈Ln, f〉 − 〈Ln, f

p〉| > η}

≤ lim sup
n≥1

1

n
log P

{
1/n

n∑
1

ε|Zi| > η

}
≤ −Λ∗|Z|

(η

ε

)
.

Du fait de l’hypothèse (H-4), on a limε→0 Λ∗|Z|(η/ε) = +∞. Par suite,

lim sup
p→∞

lim sup
n→∞

1

n
log P{|〈Ln, f〉 − 〈Ln, f

p〉| > η} = −∞.

Par suite, 〈Ln, f
p〉 est une approximation exponentielle de 〈Ln, f〉. Comme

chaque fp vérifie les hypothèses du lemme 3.7, 〈Ln, f
p〉 satisfait le PGD et
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le théorème 4.2.16 dans [20] entraine que 〈Ln, f〉 satisfait un PGD faible de
fonction de taux :

Υ(y) = sup
ε>0

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,ε)

Ifp(y′), y ∈ Rm,

où Ifp est donné par (3.12) et B(y, ε) = {y′ ∈ Rm, |y′ − y| < ε}.
• Tension exponentielle et le PGD fort. Il nous reste à montrer que 〈Ln, f〉 est
exponentiellement tendue. Cela est immédiat du fait de l’inégalité suivante :

lim sup
n→∞

1

n
log P{|〈Ln, f〉| > K}

≤ lim sup
n→∞

1

n
log P{1/n

n∑
1

|Zi| >
K

‖f‖
} ≤ −Λ∗|Z|

( K

‖f‖

)
−−−→
K→∞

−∞,

où la dernière limite provient de l’hypothèse (H-4). Par suite, le PGD intégral
est vérifié pour (〈Ln, f〉)n≥1 et Υ est une bonne fonction de taux. La preuve du
lemme 3.8 est ainsi terminée. 2

3.2.2 Identification de la fonction de taux

On rappelle que

If (y) = inf
u∈L1

d

{∫
X

Λ∗(u(x)) R(dx);

∫
f · u dR = y;

}
, y ∈ Rm,

Υ(y) = sup
ε>0

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,ε)

Ifp(y′), y ∈ Rm.

Dans le cas où fp est une fonction satisfaisant les hypothèses du lemme 3.7, Ifp

est semi-continue inférieurement en tant que fonction de taux. Cette propriété
n’est pas claire si f ∈ Cd(X ). Pour cela, nous clarifions dans un premier temps
le lien entre If et Υ (lemme 3.9). C’est un point-clé pour obtenir l’identité de
dualité

Υ(y) = sup
θ∈Rm

{θ · y −
∫
X

Λ(
m∑

j=1

θjfj(x)) R(dx)}.

Celle-ci est établie dans le lemme 3.11. Dans la suite, LscrIf représentera la
régularisée semi-continue inférieurement de If , soit

LscrIf (y) = sup
ε>0

inf
y′∈B(y,ε)

If (y
′).

Lemme 3.9 Soit f ∈ Cd(X ) et supposons que (fp)p≥1 satisfait les hypothèses
du lemme 3.8. Alors

Υ = LscrIf .
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L’inégalité suivante, qui nous permet de contrôler la norme L1 de toute fonction
u minimisant If (y), nous sera utile dans la suite.

Proposition 3.10 Soit u : X → Rd une fonction mesurable satisfaisant∫
X Λ∗[u(x)] R(dx) ≤ M + 1 alors

∫
|u| dR ≤ KM < ∞ où KM dépend de M

mais pas de u.

Preuve de la proposition 3.10. Du fait de l’hypothèse (H-3), il existe ε > 0 tel
que {λ ∈ Rd, |λ| = ε} est inclus dans l’intérieur de DΛ et tel que sup|λ|=ε Λ(λ)
est fini. Par conséquent,

Λ∗(z) + sup
|λ|=ε

Λ(λ) ≥ ε|z| pour tout z ∈ Rd.

Finalement, on obtient une majoration indépendante de u en intégrant l’inégalité
de part et d’autre. 2

Preuve du lemme 3.9. On appelle contrôle toute fonction u qui vérifie
∫

f ·
u dR = y. On note

Cp(y, ε)
4
=

{
u ∈ L1

d(X ), |
∫

fp · u dR− y| ≤ ε

}
, Cp(y)

4
= Cp(y, 0),

C(y, ε)
4
=

{
u ∈ L1

d(X ), |
∫

f · u dR− y| ≤ ε

}
, C(y)

4
= C(y, 0).

• Montrons dans un premier temps que

If (y) < ∞ ⇒ Υ(y) ≤ If (y). (3.14)

Soit If (y) = M < ∞ alors, grâce à la proposition 3.10,

If (y) = inf
u∈L1

d

{
∫

Λ∗(u) dR;

∫
f · u dR = y;

∫
|u| dR ≤ KM}.

Fixons ε > 0 alors il existe p∗ε tel que ‖fp− f‖ ≤ ε pour p ≥ p∗ε . Par conséquent,
on obtient, pour p ≥ p∗ε et sous la condition

∫
|u| dR < KM :

C(y) ⊂ Cp(y, εKM).

Par suite, pour p ≥ p∗ε ,

inf
y′∈B(y,εKM )

{∫
Λ∗(u) dR, u ∈ Cp(y

′)
}
≤ If (y).
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Et pour tout ε > 0,

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,εKM )

{∫
Λ∗(u) dR,

∫
fp · u dR = y′

}
≤ If (y).

Finalement

Υ(y) = sup
ε>0

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,εKM )

{∫
Λ∗(u) dR,

∫
fp · u dR = y′

}
≤ If (y).

Et (3.14) est établi.
• Montrons maintenant que

Υ(y) < ∞ ⇒ lscrIf (y) ≤ Υ(y). (3.15)

Si Υ(y) = M < ∞ , la proposition 3.10 entraine

Υ(y) = sup
ε>0

lim inf
p→∞

inf
y′∈B(y,ε)

{
∫

Λ∗(u) dR, u ∈ Cp(y
′),

∫
|u| dR ≤ KM}.

Fixons ε > 0. Il existe alors p∗ε tel que ‖fp−f‖ ≤ ε pour p ≥ p∗ε . Par conséquent,
on obtient, pour p ≥ p∗ε et sous la condition

∫
|u| dR < KM :

Cp(y, ε) ⊂ C(y, ε(1 + KM)).

Ainsi,

inf{
∫

Λ∗(u) dR, u ∈ C(y, (1 + KM)ε)} ≤ inf{
∫

Λ∗(u) dR, u ∈ Cp(y, ε)}.

Et pour tout ε > 0,

inf{
∫

Λ∗(u) dR, u ∈ C(y, (1+KM)ε)} ≤ lim inf
p

inf{
∫

Λ∗(u) dR, u ∈ Cp(y, ε)}.

Finalement,

sup
(1+KM )ε>0

inf
y′∈B(y,(1+KM )ε)

If (y
′) ≤ Υ(y).

C’est précisément la propriété désirée du fait que sup(1+KM )ε>0 infy′∈B(y,(1+KM )ε) If (y
′)

est la régularisée semi-continue inférieurement de If .
• Comme Υ est semi-continue inférieurement et lscrIf ≤ Υ ≤ If , le lemme 3.9
est établi. 2
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Lemme 3.11 Soit f : X → Rm×d une fonction continue bornée. On rappelle
que

If (y) = inf
u∈L1

d

{
∫

Λ∗(u) dR;

∫
f · u dR = y},

où y ∈ Rm. Alors, l’identité suivante a lieu

lscr If (y) = sup
θ∈Rm

{θ · y −
∫

Λ(
m∑
1

θjfj) dR},

où fj représente la je ligne de la matrice f . En particulier,

Υ(y) = sup
θ∈Rm

{θ · y −
∫

Λ(
m∑
1

θjfj) dR}.

Preuve. Introduisons l’espace des fonctions mesurables, essentiellement bornées
et à valeurs Rd, L∞d . Les fonctionnelles

∫
Λ∗ dR et

∫
Λ dR sont conjuguées

convexes pour la dualité (L1
d, L

∞
d ). (voir par exemple les articles de Rockafellar

[47], [48] et la discussion intéressante au début du paragraphe 4, [47]). Cela
signifie que les identités suivantes ont lieu :∫

Λ∗(u)dR = sup
g∈L∞d

{
∫

u · g dR−
∫

Λ(g)dR} pour tout u ∈ L1
d,∫

Λ(g)dR = sup
u∈L1

d

{
∫

g · u dR−
∫

Λ∗(u)dR} pour tout g ∈ L∞d .

Rappelons que fi (je ligne de la matrice f) est un élément de Cd(X ). À ce titre, fi

peut être identifiée à un élément de L∞d . Considérons l’opérateur A : L1
d → Rm

et son adjoint A∗ : Rm → L∞d définis par :

Au =

∫
f · u dR , u ∈ L1

d et A∗y =
m∑

j=1

yjfj , y ∈ Rm.

En utilisant le fait que
∫

ΛdR et
∫

Λ∗dR sont conjuguées convexes, la première
partie du lemme est une application directe du théorème 3 dans [48] :

sup
θ∈Rm

{
θ · y −

∫
Λ(A∗y) dR

}
= lscr inf

u∈L1
d

{∫
Λ∗(u) dR; Au = y

}
.

La seconde provient du lemme 3.9. 2
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3.2.3 Preuve du théorème 3.2

Preuve. Le lemme 3.8 permet d’établir le PGD. Les lemmes 3.9 et 3.11 per-
mettent l’identification de la fonction de taux. Cela achève la démonstration
du théorème 3.2. 2

3.3 Deux résultats techniques

On a vu au lemme 3.7 que les fonctions en escalier f(x) =
∑p

k=1 ak1Ak
(x)

vérifiant

inf{R(Ak), 1 ≤ k ≤ p} > 0 et sup{R(∂Ak), 1 ≤ k ≤ p} = 0,

sont utiles pour obtenir des PGD. Les deux résultats qui suivent nous per-
mettent de construire des fonctions en escalier ayant ces propriétés et approxi-
mant (au sens de la norme de la convergence uniforme) n’importe quelle fonc-
tion continue bornée. Ces résultats sont utilisés dans la preuve du lemme 3.8.

3.3.1 Comment obtenir de la R-continuité dans un re-
couvrement de X ?

Dans la proposition suivante, X est un espace topologique muni de sa tribu
borélienne et d’une probabilité R et Y , un espace métrique muni également de
sa tribu borélienne. Comme d’habitude, B(y, ε) est la boule de centre y ∈ Y
et de rayon ε > 0. Rappelons qu’on dit qu’un ensemble A est R-continu si la
mesure de sa frontière est nulle, i.e. :

R(∂A) = 0 où ∂A = Ā− Å.

Ici, Ā représente l’adhérence de A et Å son intérieur. On utilisera dans la suite
l’inclusion suivante

∂f−1(A) ⊂ f−1(∂A), (3.16)

valable pour toute fonction f : X → Y continue.

Proposition 3.12 Soit f : X → Y une fonction continue. Supposons de plus
que l’image de X par f , f(X ), est relativement compacte dans Y. Alors, pour
tout ε > 0, il existe (yk; 1 ≤ k ≤ p) ⊂ Y et ε1, · · · , εp ∈ (0, ε] tels que

X ⊂ ∪p
k=1f

−1B(yk, εk) où R(∂f−1B(yk, εk)) = 0 pour k ∈ {1, . . . , p}.
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Preuve. On fixe ε > 0 et on note

Iε(y) = {ε′ ∈ (0, ε], R(∂f−1B(y, ε′)) > 0},
Jε(y) = {ε′ ∈ (0, ε], R(∂f−1B(y, ε′)) = 0}.

Alors Iε(y) est au plus dénombrable. En effet, considérons

φ : (0, ε] → [0, 1],

ε′ 7→ R ◦ f−1 B(y, ε′).

φ est une application croissante et continue à gauche. Par conséquent, elle
n’admet au plus qu’un nombre dénombrable de discontinuités. Montrons que
si φ est continue en ε0, alors :

R ◦ f−1 [∂B(y, ε0)] = 0. (3.17)

En effet,
lim

ε′↘ε0
R ◦ f−1B(y, ε′) = R ◦ f−1B(y, ε0)

par continuité. Mais

lim
ε′↘ε0

R ◦ f−1B(y, ε′) = R ◦ f−1 ∩ε′>ε B(y, ε′)

= R ◦ f−1B̄(y, ε0),

où B(y, ε0) représente la boule fermée centrée en y et de rayon ε0. Enfin,

R ◦ f−1 [∂B(y, ε0)] = R ◦ f−1B(y, ε0)−R ◦ f−1B(y, ε0) = 0.

L’inclusion (3.16) entraine maintenant que pour un tel ε0,

R∂f−1B(y, ε0) ≤ R ◦ f−1 [∂B(y, ε0)] = 0.

Par conséquent, Iε(y) est dénombrable. Comme Iε(y) ∪ Jε(y) = (0, ε], Jε(y)
n’est jamais vide et

f(X ) ⊂ ∪y∈f(X ), ε′∈Jε(y)B(y, ε′).

Du fait de la relative compacité de f(X ), il existe (yk; 1 ≤ k ≤ p) ⊂ Y et
(εk; 1 ≤ k ≤ p) ⊂ (0,∞) vérifiant

f(X ) ⊂ ∪p
k=1B(yk, εk) ⇒ X ⊂ ∪p

k=1f
−1B(yk, εk).

De plus, comme εk ∈ Jε(yk), R(∂f−1B(yk, εk)) = 0. La proposition 3.12 est
ainsi démontrée. 2
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3.3.2 Un lemme pour partitionner

Lemme 3.13 Supposons que (H-2) est vérifiée. Soit (Ak; 1 ≤ k ≤ p) un
recouvrement mesurable de X satisfaisant R(A1) > 0 et R(∂Ak) = 0 pour
1 ≤ k ≤ p. Alors il existe une partition (Bl; 1 ≤ l ≤ q) de X satisfaisant
B1 = A1, R(Bl) > 0 et R(∂Bl) = 0 pour 1 ≤ l ≤ q. De plus, pour chaque Bl,
il existe un Ak tel que Bl ⊂ Ak.

Preuve. Nous procédons par réccurence sur p. Si p = 1, on prend B1 = A1

et le résultat est démontré. Soit p > 1. On peut toujours supposer que le
recouvrement initial est constitué d’ensembles fermés. En effet, si (Ak)1≤k≤p est
un recouvrement satisfaisant les hypothèses du lemme, il en va de même pour
(Ak)1≤k≤p. Si X ⊂ A1 alors la partition est réduite au seul élément B1 = A1.
Sinon, X\A1 est un ouvert non vide et R(X\A1) > 0 du fait de (H-2).
Il existe nécessairement k satisfaisant R(Ak\A1) > 0. En effet

0 < R(X\A1) ≤
p∑
2

R(Ak\A1).

Considérons maintenant la famille {A1 ∪ Ak; Aj, 2 ≤ j ≤ p, j 6= k}. C’est
un recouvrement de X constitué de p− 1 éléments satisfaisant les hypothèses
du lemme (on rappelle que les ensembles R-continus forment une algèbre sur
X ). Par conséquent, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence et il existe
une partition (Bl; 1 ≤ l ≤ q) où B1 = A1 ∪ Ak, R(∂Bl) = 0 et R(Bl) > 0
pour 1 ≤ l ≤ q. Séparons maintenant B1 en C1 = A1 et C2 = Ak\A1 alors la
partition {C1; C2; Bl, 2 ≤ l ≤ q} fait l’affaire et le lemme 3.13 est démontré.
2

3.4 Fin de la preuve du second contre-exemple

Nous nous appuyons sur deux résultats intermédiaires pour démontrer la pro-
position 3.5. Les démonstrations de ces résultats (Proposition 3.14 et 3.15),
bien que reposant sur des arguments classiques, sont données intégralement.
On introduit les notations suivantes :

δ(λ|[−1;+∞)) =

{
0 si λ ∈ [−1;∞),
+∞ sinon.

,

δ∗(z) = sup
λ∈R

{λ z − δ(λ|[−1;+∞))} =

{
−z si z ≤ 0,
+∞ sinon.

,

I(z) = inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y = z}.
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On remarquera que δ∗ aurait joué le rôle de la fonction de taux associée à
la particule −Zn/n si celle-ci satisfaisait un PGD. De même, I(z) aurait été la
fonction de taux associée à Z̄n − Zn/n.

Proposition 3.14 On rappelle que z−∗ = Λ′(−1).
– Si z ≥ z−∗ alors I(z) = Λ∗(z).
– Si z < z−∗ alors I(z) = Λ∗(z−∗ ) + z−∗ − z.

Dans le cas où z < z−∗ , l’infimum inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y = z} est atteint de
manière unique pour x = z−∗ et y = z − z−∗ .

Preuve. On remarque que :

I(z) = sup
λ∈R

{λ z − Λ(λ)− δ(λ|[−1;+∞))} = sup
λ∈[−1;1]

{λ z − Λ(λ)}.

On appelle z+
∗ = Λ′(1).

•Si z ≥ z+
∗ alors

I(z) = sup
λ∈R

{λ (z − z+
∗ ) + λ z+

∗ − Λ(λ)}

(a)
= z − z+

∗ + Λ∗(z+
∗ )

(b)
= Λ∗(z),

où (a) et (b) sont standards.
•Si z−∗ ≤ z ≤ z+

∗ alors il existe λz ∈ [−1; 1] tel que z = Λ′(λz). Par suite
I(z) = zλz − Λ(λz) = Λ∗(z).
•Si z ≤ z−∗ alors

I(z) = sup
λ∈[−1;1]

{λ (z − z−∗ ) + λ z−∗ − Λ(λ)} = z−∗ − z + Λ∗(z−∗ ).

Pour montrer la dernière partie de la proposition, considérons la fonction
Λ∗(x)+δ∗(z−x). Du fait de la deuxième partie de la proposition, cette fonction
atteint son minimum pour x = z∗−. Comme Λ∗(x) + δ∗(z − x) est strictement
convexe dans un voisinage de z∗−, ce minimum est unique et la proposition est
démontrée. 2

Proposition 3.15 Fixons ε > 0 et z < z∗− − 2ε. On considère les quantités
suivantes :

Iε = inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε], x /∈ (z−∗ − ε; z−∗ + ε)},
I0 = inf{I(u), u ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε]} = Λ∗(z−∗ ) + z−∗ − z − 2 ε.

Alors, Iε > I0.
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Preuve. Notons tout d’abord que I0 et Iε sont toujours finis et que Iε ≥ I0.
Supposons que Iε = I0. Soit (xn, yn) une suite d’éléments minimisants, c’est-à-
dire

xn + yn ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε],

xn /∈ (z−∗ − ε; z−∗ + ε),

limn→∞ [Λ∗(xn) + δ∗(yn)] = Iε = I0.

Du fait de la compacité des ensembles de niveaux de Λ∗ et δ∗, on peut prouver
qu’il existe un minimisant (x∗, y∗) satisfaisant :

x∗ + y∗ ∈ [z − 2 ε; z + 2 ε],

x∗ /∈ (z−∗ − ε; z−∗ + ε),

Λ∗(x∗) + δ∗(y∗) = I0 = Λ∗(z−∗ ) + z−∗ − z − 2ε.

Le deuxième point de la proposition 3.14 entraine que x∗ = z−∗ , ce qui contredit
le fait que x∗ /∈ (z−∗ − ε; z−∗ + ε). Nécessairement, Iε > I0 et la proposition 3.15
est démontrée. 2

On peut aborder maintenant la démonstration de la proposition 3.5.
Preuve de la proposition 3.5. • On démontre dans un premier temps qu’il
existe une sous-suite φ(n) vérifiant

lim sup
n→∞

1

φ(n)
log P{Z̄φ(n)−Zφ(n)/φ(n) ∈ (z− 2ε; z + 2ε)} ≤ −Iε < −I0, (3.18)

où Iε et I0 sont définis dans la proposition 3.15. Cela entrainera la première
partie de la proposition 3.5. On utilise les notations suivantes :

B1
k = [z−∗ + 2kε− ε; z−∗ + 2kε + ε),

B2
k = (z − z−∗ − 2kε− 3ε; z − z−∗ − 2kε + 3ε].

L’inclusion suivante est immédiate :{
Z̄n −

Zn

n
∈ [z − 2ε; z + 2ε]

}
⊂
⋃
k∈Z

{
Z̄n ∈ B1

k

}
∩
{
−Zn

n
∈ B2

k

}
.

L’union précédente est une union d’ensembles disjoints. De plus, {Z̄n ∈ B1
k}

est vide si k est négatif avec |k| assez grand (disons k ≤ k− < 0) du fait que
Z̄n est une variable aléatoire positive. Par suite,

P
{

Z̄n −
Zn

n
∈ [z − 2ε; z + 2ε]

}
≤
∑
k≥k−

P
{
Z̄n ∈ B1

k

}
P
{
−Zn

n
∈ B2

k

}
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Fixons L > Iε. Le théorème de Cramér entraine l’existence de k+ tel que

lim sup
n→∞

1

n
log P

{
Z̄n ≥ z∗− + k+ ε

}
≤ −L

et

P
{

Z̄n −
Zn

n
∈ [z − 2ε; z + 2ε]

}
≤

k+∑
k=k−

P{Z̄n ∈ B1
k}P

{
−Zn

n
∈ B2

k

}
+ P

{
Z̄n ≥ z∗− + k+ ε

}
.

Voici comment nous allons procéder : on sait grâce à la proposition 3.14 que
l’infimum

inf{I(y); y ∈ [z − 2ε; z + 2ε]} = I(z − 2ε)

est atteint de manière unique pour I(z − 2ε) = Λ∗(z−∗ ) + δ∗(z − z−∗ − 2ε).
Considérons

T = {Z̄n ≈ z−∗ } ∩ {−Zn/n ≈ z − z−∗ − 2ε}.
On peut voir l’événement T comme étant le sous-ensemble le “plus typique”
de {Z̄n − Zn/n ∈ [z − 2ε; z + 2ε]} au sens où l’infimum de la fonction de taux
est “réalisé” sur T . Si on choisit une sous-suite φ(n) telle que{

−
Zφ(n)

φ(n)
≈ z − z−∗ − 2ε

}
= ∅,

alors la borne supérieure du phénomène de grandes déviations va décrôıtre et
on devrait obtenir (3.18). Formalisons tout ça :

Considérons la sous-suite définie par φ(n) =
[

2an

z∗−+ε−z

]
, où [x] représente la

partie entière de x. Il est immédiat de montrer que

P
{
−

Zφ(n)

φ(n)
∈ (z − z−∗ − 3ε; z − z−∗ + 3ε]

}
= 0,

pour n assez grand. Par conséquent,

P{Z̄φ(n) − Zφ(n)/φ(n) ∈ [z − 2ε; z + 2ε]}

≤
k+∑

k 6=0;k=k−

P{Z̄φ(n) ∈ B1
k}P{−Zφ(n)/φ(n) ∈ B2

k}

+ P
{
Z̄φ(n) ≥ z∗− + k+ ε

}
.



82 Grandes déviations pour une moyenne pondérée

Soit k ∈ {k−, . . . , k+}, k 6= 0. Les techniques usuelles pour établir les bornes
supérieures de grandes déviations entrainent :

lim sup
n→∞

1

φ(n)
log P{Z̄φ(n) ∈ B1

k}P{−Zn/φ(n) ∈ B2
k}

≤ − inf{Λ∗(x), x ∈ B1
k} − inf{δ∗(y), y ∈ B2

k}
≤ − inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y ∈ [z − 2ε; z + 2ε], x ∈ B1

k}.

Enfin, du fait du lemme 1.2.15 de [20],

lim sup
n→∞

1

φ(n)
log P{Z̄φ(n) − Zφ(n)/φ(n) ∈ [z − 2ε; z + 2ε]}

≤ sup
k 6=0; k−≤k≤k+

− inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y ∈ [z − 2ε; z + 2ε], x ∈ B1
k}

∨ (−L)

≤ − inf{Λ∗(x) + δ∗(y), x + y ∈ [z − 2ε; z + 2ε], x /∈ (z∗− − ε; z∗− + ε)}
≤ −Iε < −I0,

où a ∨ b = sup(a; b) et où la dernière inégalité provient de la proposition 3.15.
On a ainsi démontré la première partie de la proposition 3.5.
• Démontrons maintenant la seconde partie.
On considère {

Z̄n −
Zn

n
∈ [z + α2ε− δ; z + α2ε + δ]

}
,

où α < 1 et δ < (1− α)2 ε. Alors{
Z̄n ∈ [z−∗ − δ/2; z−∗ + δ/2]

}
∩
{
−Zn

n
∈ [z − z−∗ + α2ε− δ/2; z − z−∗ + α2ε + δ/2]

}
⊂
{

Z̄n −
Zn

n
∈ [z + α2ε− δ; z + α2ε + δ]

}
.

Choisissons une sous-suite d’entiers définie par les inégalités suivantes :{
an−1 < φ(n)(z−∗ − z − α 2 ε− δ/2) ≤ an,

an

(a)

≤ φ(n)(z−∗ − z − α 2 ε + δ/2) < an+1,

où an = 16n. Une telle sous-suite existe toujours et

lim inf
n→∞

1

φ(n)
log P

{
−

Zφ(n)

φ(n)
∈ [z − z−∗ + α2ε− δ/2; z − z−∗ + α2 ε + δ/2]

}
= lim inf

n→∞

1

φ(n)
log P{Z = an} = lim inf

n→∞
− an

φ(n)
≥ −(z−∗ − z − α 2 ε + δ/2),
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où la dernière inégalité provient de (a). Le théorème de Cramér entraine

lim inf
n→∞

1

n
log P{Z̄n ∈ [z−∗ − δ/2; z−∗ + δ/2]} ≥ −Λ∗(z−∗ ).

Par suite, on obtient :

lim sup
n→∞

1

n
log P

{
Z̄n −

Zn

n
∈ [z + α2ε− δ; z + α2ε + δ]

}
≥ −(Λ∗(z−∗ ) + z−∗ − z − α 2 ε + δ/2).

Finalement, comme

lim
α→1;δ<(1−α) 2 ε

(Λ∗(z−∗ ) + z−∗ − z − α 2 ε + δ/2) = I0

et I0 < Iε, il existe α > 0, δ > 0 et γ > 0 vérifiant Λ∗(z−∗ )+z−∗ −z−α 2 ε+δ/2 ≤
Iε − γ. La seconde partie de la proposition est ainsi démontrée. 2
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Chapitre 4

Grandes déviations pour le
maximum d’entropie en
moyenne dans le cas i.i.d. et
applications
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Nous utilisons dans ce chapitre le PGD démontré au chapitre 3 pour établir
plusieurs PGD dans un contexte infini-dimensionnel. On établit ainsi un PGD
pour la suite de mesures empiriques suivante :

Ln =
1

n

n∑
1

Ziδxn
i
.

La fonction de taux associée à ce PGD est de la forme :

I(µ) =

∫
X

Λ∗
(dµa

dR

)
dR + Is(µs).

Ici, µ a la décomposition de Lebesgue µ = µa+µs, µa étant absolument continue
par rapport à R et les variables Zi n’ont que quleques moments exponentiels :

Eeα|Zi| < +∞ pour un α > 0. (4.1)
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Cette famille présente un intérêt du point de vue des applications. Elle a été
étudiée par Dacunha-Castelle et Gamboa [16] et le PGD a été établi par Gam-
boa et Gassiat [29] dans le cas i.i.d. et par Csiszár, Gamboa et Gassiat [15] dans
le cas de variables échangeables. Ces PGD s’avèrent extrêmement utiles pour
prouver des résultats de convergence via le principe du Maximum d’entropie
en moyenne (MEM) en théorie de l’estimation. De fait, nous appelerons Ln

la mesure empirique MEM. Ellis et al. ont également établi un PGD similaire
dans [28] pour étudier les propriétés de mécanique statistique du gaz de Bose.
On améliore les travaux précédents dans deux directions. Nous considérons des
variables aléatoires à valeurs Rd et nous nous affranchissons de l’hypothèse
d’escarpement qui est présente dans dans ces deux articles. Nous montrons
également que la stricte positivité de R est une condition nécessaire : deux
contre-exemples ont été construits au chapitre précédent, dans le cas où cette
hypothèse n’est pas vérifiée. Le PGD pour (1/n

∑n
1 Ziδxn

i
)n≥1 est également

présent dans le livre de Dembo et Zeitouni ([20], Section 7.2) où il est utilisé
pour établir plusieurs autres résultats parmi lesquels le théorème de Mogul’skii.
Le PGD y est établi quand on a existence de tous les moments exponentiels :

Eeα|Z| < +∞ pour tout α > 0. (4.2)

Il est intéressant de noter que sous cette condition, il n’y a pas de terme addi-
tionnel faisant intervenir µs dans la fonction de taux :

I(µ) =

{ ∫
Λ∗(dµ/dR) dR si µ � R,

+∞ sinon.

Dans le cadre du théorème de Sanov, cette relation entre les conditions de
moments exponentiels et l’apparition de “parties singulières” a été étudiée au
chapitre 1 (voir également Léonard et Najim [38]).

Le PGD pour les mesures empiriques MEM est ensuite utilisé pour ob-
tenir des résultats du type de ceux obtenus par Mogul’skii (voir [40]). Plus
précisement, on établit des PGD pour les fonctions aléatoires suivantes :

t 7→ Z̄n(t) =
1

n

[nt]∑
i=1

Zi and t 7→ Z̃n(t) = Z̄n(t) +

(
t− [nt]

n

)
Z[nt]+1.

En nous inspirant de Lynch et Sethuraman [39] et de De Acosta dans [17], les
PGD sont établis dans bv, l’espace des fonctions à variation bornée muni de
la topologie ∗-faible σ(bv, C([0, 1]; Rd)). Sous la condition (4.2), les PGD sont
bien connus (voir par exemple [20] pour un état de l’art récent). Sous la condi-
tion (4.1), le PGD a été établi par Mogul’skii [40] et la forme particulière de la
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fonction de taux apparâıt dans l’article de Lynch et Sethuraman [39]. Pour des
travaux voisins concernant les processus à accroissements indépendants sous la
condition (4.1), on pourra se référer à Mogul’skii [41], De Acosta [17], Léonard
[36]. Les résultats que nous présentons dans ce chapitre sont différents de ceux
établis dans [40] (voir les commentaires au paragraphe 4.2.3).
Le chapitre est organisé de la manière suivante : le PGD pour la mesure em-
pirique MEM est établi dans la section 4.1. Les théorèmes concernant les pro-
cessus empiriques sont établis dans la section 4.2.
Nous nous servirons dans ce chapitre des notations et des hypothèses intro-
duites au chapitre 3, paragraphe 3.1.1.

4.1 Le PGD pour les mesures empiriques du

type MEM

4.1.1 Le principe de grandes déviations

Nous énonçons le principe de grandes déviations pour les mesures empiriques
dans le théorème 4.1. Introduisons d’abord quelques notations. On note C∗

d(X )
le dual topologique de Cd(X ). On le munit de la topologie ∗-faible E = σ(C∗

d , Cd)
et de la tribu borélienne associée B(C∗

d). Si ξ ∈ C∗
d(X ) et f ∈ Cd(X ), on notera

par 〈ξ, f〉 le crochet de dualité.

Hypothèse H-5 X est un espace compact.

Dans le cas où X est compact, les formes linéaires continues sur Cd(X ) sont
des mesures vectorielles. Par suite, on note par Md(X ) l’ensemble des mesures
vectorielles à valeurs Rd, c’est à dire µ ∈ Md(X ) ssi µ = (µ1, . . . , µd) où chaque
µi ∈ M(X ). Soit f ∈ Cd(X ) et soit µ ∈ Md. On note par∫

X
f(x) · µ( dx)

4
=

m∑
l=1

∫
X

fl(x)µl( dx). (4.3)

Si f : X → Rm×d est une fonction (matricielle) continue bornée et si fj : X →
Rd représente la je ligne de la matrice f , alors on note

∫
X

f(x) · µ(dx)
4
=


∫
X f1(x) · µ(dx)

...∫
X fm(x) · µ(dx)

 . (4.4)

On munit Md(X ) de la topologie ∗-faible Σ = σ(Md, Cd), c’est à dire la topo-
logie la moins fine rendant continues toutes les fonctionnelles Γf : µ 7→

∫
f · dµ
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et de la tribu borélienne associée B(Md). Soit µ ∈ Md(X ), on note µa sa partie
absolument continue par rapport à R et µs, sa partie singulière.

Théorème 4.1 Supposons que (H-2), (H-3) et (H-4) sont vérifiées, alors la
famille

Ln =
1

n

n∑
1

Ziδxn
i

satisfait le principe de grandes déviations dans (C∗
d(X ), E ,B(C∗

d)) avec la bonne
fonction de taux

I(ξ) = sup
f∈Cd(X )

{〈ξ, f〉 −
∫
X

Λ[f(x)] R(dx)}.

Supposons de plus que (H-5) est également vérifiée, alors le PGD a lieu dans
(Md(X ), Σ,B(Md)), avec pour bonne fonction de taux

I(µ) = sup
f∈Cd(X )

{
∫
X

f(x) · µ(dx)−
∫
X

Λ[f(x)] R(dx)}

=

∫
X

Λ∗
[dµa

dR
(x)
]
R(dx) +

∫
X

ρ
[dµs

dθ
(x)
]
, θ(dx),

(4.5)

où ρ(z) = sup{λ · z, λ ∈ DΛ} est la fonction de récession de Λ∗ et θ est
n’importe quelle mesure par rapport à laquelle µs est absolument continue.

Remarque 4.2 (Compacité de X ) Sans l’hypothèse de compacité, les formes
linéaires continues sur Cd(X ) ne sont plus des mesures. Ce sont des fonctions
d’ensembles additives bornées et régulières (voir [24]). On notera de plus que
l’hypothèse (H-5) est centrale pour identifier la fonction de taux (voir (4.5))
via une identité due à Rockafellar dans [48].

Remarque 4.3 Sous l’hypothèse (H-5) et dans le cas où Eeα|Z| < ∞ pour tout
α > 0, la fonction de récession est ρ(z) = sup{λ · z, λ ∈ Rd} = +∞ partout
sauf en zéro où ρ(0) = 0. Par suite, I(µ) n’est finie que si µ est absolument
continue par rapport à R et la fonction de taux devient :

I(µ) =

∫
X

Λ∗
[ dµ

dR
(x)
]
R(dx) si µ � R, +∞ sinon.

Cela est cohérent avec le théorème 7.2.3 dans [20] où la partie singulière µs

n’intervient pas.
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Preuve. • Le PGD. Soit C ′
d(X ) (resp. C ′(X )) le dual algébrique de Cd(X ) (resp.

C(X )). Le produit de dualité est noté 〈 , 〉. Considérons l’application

pf1,...,fm : C ′
d(X ) → Rm; ξ 7→

 〈ξ, f1〉
...

〈ξ, fm〉

 ,

où fi ∈ Cd(X ). Alors pf1,...,fm(Ln) = 〈Ln, f〉 satisfait un PGD grâce au théorème
3.2. Le théorème de Dawson-Gärtner nous assure alors que Ln satisfait un PGD
dans C ′

d(X ) munit de la topologie ∗-faible de bonne fonction de taux

I(ξ) = sup
m≥1

sup
f1,...,fm∈Cd(X )

sup
θ∈Rm

{
m∑
1

θi〈ξ, fi〉 −
∫
X

Λ[
m∑
1

θifi(x)] R(dx)}

= sup
f∈Cd(X )

{〈ξ, f〉 −
∫
X

Λ[f(x)] R(dx)}; ξ ∈ C ′
d(X ).

• Restriction du PGD. On montre ici que I(ξ) < ∞ implique que ξ ∈ C∗
d(X ).

Supposons que I(ξ) < ∞ alors, pour tout f ∈ Cd(X ) vérifiant f 6= 0

〈ξ, f

a‖f‖
〉 ≤ I(ξ) +

∫
Λ
( f

a‖f‖

)
dR ≤ I(ξ) + Λ|Z|

(1

a

)
, (4.6)

où Λ|Z| représente la log-Laplace de |Z|. Pour a assez grand, Λ|Z|

(
1
a

)
est fini

du fait de l’hypothèse (H-4) et 〈ξ, f〉 ≤ K‖f‖. Considérant −f , on obtient
|〈ξ, f〉| ≤ K‖f‖. Par suite, ξ est une forme linéaire continue et le principe de
grandes déviations a lieu dans le dual topologique grâce au lemme 4.1.5 de
[20].
Si de plus l’hypothèse (H-5) a lieu, alors le théorème de représentation de
Riesz nous assure que ξ se représente comme une mesure à valeurs Rd sur X ,
i.e. ξ ∈ Md(X ). On utilisera alors la notation plus familière µ. On peut dès
lors à nouveau appliquer le lemme 4.1.5 de [20] pour obtenir le PGD dans
(Md(X ), Σ,B(Md)).
• Représentation de la fonction de taux. Du fait des hypothèses (H-2) et (H-5),
on peut appliquer le théorème 5 de [48]. On obtient ainsi

I(µ) =

∫
X

Λ∗
[dµa

dR
(x)
]
R(dx) +

∫
X

ρ
[dµs

dθ

]
dθ,

où ρ est la fonction de récession (voir la définition dans [46]) de Λ∗ et θ est
n’importe quelle mesure réelle et positive par rapport à laquelle µs est absolu-
ment continue. Comme Λ est la conjuguée convexe de Λ∗, ρ est la fonction de
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support de Λ ([46], théorème 13.3), soit

ρ(z) = sup{λ · z, λ ∈ DΛ}.

Par suite, le théorème 4.1 est démontré. 2

4.1.2 Effets de bord dans le cas non compact : un fait
et une heuristique

Supposons que R soit une probabilité sur R+ satisfaisant (H-2), qu’il existe
une suite (xn

i ) satisfaisant (H-3) et que (Zi) soient des variables aléatoires i.i.d.,
distribuées selon PZ où

PZ( dz) = 1[0,∞)(z)e−z dz.

Dans ce cas, (H-4) est vérifiée et Ln satisfait un PGD dans (C∗
d(R+), E ,B(C∗

d))
du fait du théorème 4.1. Comme d’habitude, Λ(λ) est la log-Laplace.

Le fait considérons µn = a R + δn alors I(µn) ≤ 1 + Λ∗(a). En effet,

I(µn) = sup
f∈C(R+)

{∫
a f dR + f(n)−

∫
Λ(f) dR

}
= sup

f∈C(R+), f≤1

{∫
a f dR + f(n)−

∫
Λ(f) dR

}
,

où la dernière égalité provient du fait que
∫

Λ(f) dR = +∞ si f > 1 (on notera
que Λ(λ) = +∞ si λ > 1). Finalement, si f ≤ 1 alors :∫

a f dR + f(n)−
∫

Λ(f) dR ≤
∫

a f dR− Λ(

∫
f dR) + 1

≤ Λ∗(a) + 1.

De ce fait, I(µn) ≤ Λ∗(a) + 1. Par suite, µn ∈ {I ≤ Λ∗(a) + 1} qui est un
ensemble compact. Par conséquent, µn admet des points d’accumulation (en
tant que limites de sous-filtres du fait que C∗

d(R+) n’est pas métrisable). De
manière immédiate, ces limites ne sont pas des mesures.

L’heuristique Une interprétation de la remarque précédente est la suivante :
dans un régime de grandes déviations, Ln peut se comporter asymptotiquement
comme a R + δn. Cela légitime l’apparence de formes linéaires qui ne sont plus
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des mesures dans le cas où X n’est pas compact. Pour voir cela, notons d’abord
que la “particule” Z

n
satisfait un PGD de bonne fonction de taux :

δ∗(z) =

{
z si z ≥ 0
+∞ sinon

.

Par suite, la contribution d’une particule importe dans le phénomène de grandes
déviations. Comme limn 1/n

∑
δxn

i
= R qui est une mesure dont le support est

R+, il existe une sous suite de (xn
i ), disons xn, qui satisfait limn xn = +∞.

Considérons maintenant

Ln =
1

n

n−1∑
i=1

Zi δxn
i

+
Zn

n
δxn .

Un comportement de grandes déviations peut avoir lieu, où Zn

n
est grand, le

reste de la mesure empirique ayant un “comportement non déviant”. Cette
heuristique nous donne Ln ≈ m R + δxn où m = EZ.

4.1.3 Exemple : quelques caractéristiques de la fonction
de taux

Nous considérons dans cet exemple le cadre suivant : X = [0, 1], R( dx) =
`(dx) où `(dx) est la mesure de Lebesgue measure sur [0, 1], (xn

i ) = (i/n)
et PZ( dz) = c.1[0,∞)(z) e−z

1+z3 dz. Ainsi, les (Zi) sont des variables aléatoires
positives à valeurs réelles On note z∗ = Λ′(1) et m = EZ. Un calcul simple
entraine que Λ n’est pas escarpée et que Λ∗ est linéaire pour z > z∗ :

Λ∗(z) = z − z∗ + Λ∗(z∗) pour z > z∗. (4.7)

Dans ce contexte, la fonction de récession est ρ(z) = z et on peut démontrer
facilement que la fonction de taux du PGD pour les mesures empiriques MEM
I(µ) est finie seulement si µ est une mesure positive. I a donc la forme suivante :

I(µ) =

∫
[0,1]

Λ∗
[dµa

d`
(x)
]
`(dx) + µs[0, 1].

Valeur de la fonction de taux I pour une mesure particulière On note
κ la fonction de Cantor sur [0, 1]. On rappelle que κ est continue, croissante
de [0, 1] dans [0, 1] et que la dérivée de κ est `-presque sûrement nulle. En
particulier, κ est la fonction de répartition d’une probabilité µκ singulière par
rapport à ` et

I(` + µκ) = Λ∗(1) + µκ[0, 1] = Λ∗(1) + 1.
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Existence de plusieurs minimisants sous contrainte convexe Considérons
la contrainte convexe C = {µ ∈ M([0, 1]), 〈µ, 1〉 = E}. On note M l’ensemble
des minimisants de la fonction de taux I sous C. Alors :

Proposition 4.4 Soit E un nombre réel :

1. si E ∈ [m, z∗), alors il existe un unique minimisant de I sous la contrainte
C. Ce minimisant µ est défini par dµ

d`
(x) = E et I(µ) = Λ∗(E)

2. si E ≥ z∗, alors tout minimisant est une mesure positive satisfaisant
µ = µa + µs où g(x) = dµa

d`
(x) vérifie g(x) ≥ z∗ `− p.s. et 〈µ, 1〉 = E, et

réciproquement. De plus, I(µ) = E − z∗ + Λ∗(z∗)

La preuve de la proposition 4.4 est établie dans la section 4.3.

Remarque 4.5 Au vu du second point de la proposition précédente, il ap-
parâıt que toutes les mesures suivantes appartiennent à M pour E > z∗ :

α `(dx) + β δu(dx) + γ µκ(dx),

avec α + β + γ = E, α ≥ z∗ et u ∈ [0, 1]. On remarque en particulier qu’il y a
une infinité de minimisants.

Remarque 4.6 En particulier, la fonction I n’est pas strictement convexe sur
son domaine effectif DI = {µ, I(µ) < ∞}. Un fait similaire [38] a été mis en
évidence dans le contexte du théorème de Sanov.

4.2 Grandes déviations pour certains proces-

sus

Dans cette section, nous établissons des principes de grandes déviations fonc-
tionels du type de ceux établis par Mogul’skii dans [40] pour les fonctions
aléatoires suivantes :

t 7→ Z̄n(t) =
1

n

n∑
i=1

Zi et t 7→ Z̃n(t) = Z̄n(t) +

(
t− [nt]

n

)
Z[nt]+1.

Ces résultats sont essentiellement des corollaires du PGD pour les mesures
empiriques MEM précédemment établi, dans le cas où X = [0, 1], R = dx est
la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et (xn

i ) =
(

i
n

)
.

Nous utilisons le cadre proposé par Lynch et Sethuraman [39] et De Acosta
([17], section 5). Pour cela, on introduit les notations suivantes : bv([0, 1], Rd)
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(raccourci en bv) est l’espace des fonctions à variation bornée sur [0, 1]. On
identifie bv avec Md([0, 1]) de la manière habituelle : à chaque f ∈ bv correspond
µf caractérisée par µf ([0, t]) = f(t). Cd([0, 1]) est donc, via cette identification,
le dual topologique de bv et on munit bv de la topologie ∗-faible σ (bv, Cd([0, 1]))
(raccourci en σw) et de la tribu borélienne associée Bw. Soit f ∈ bv et µf sa
mesure associée dans Md([0, 1]). Considérons la décomposition de Lebesgue de
µf , µf = µf

a + µf
s où µf

a représente la partie absolument continue de µf par
rapport à dx et µf

s sa partie singulière. On note fa(t) = µf
a([0, t]) et fs(t) =

µf
s ([0, t]).

4.2.1 Le PGD pour la fonction étagée Z̄n(.)

Théorème 4.7 Les fonctions aléatoires
(
Z̄n(t)

)
t∈[0,1]

satisfont un PGD dans

(bv, σw,Bw) de bonne fonction de taux

Φ(f) =

∫
[0,1]

Λ∗(f ′a(t)) dt +

∫
[0,1]

ρ(f ′s(t)) dθ(t),

où θ est n’importe quelle mesure par rapport à laquelle µs est absolument conti-
nue et f ′s = dfs/dθ.

Preuve. considérons Π : Md → bv où

Π(µ) =

 µ1[0, t]
...

µd[0, t]


t∈[0,1]

.

Alors Π est une bijection continue et Π(Ln) = Z̄n. Comme Ln satisfait un
PGD de bonne fonction de taux (4.5) du fait du théorème 4.1, le principe de
contraction entraine le PGD. 2

4.2.2 Le PGD pour la ligne polygonale Z̃n(.)

Théorème 4.8 Les fonctions aléatoires
(
Z̃n(t)

)
t∈[0,1]

satisfont un PGD dans

(bv, σw,Bw) de bonne fonction de taux :

Φ(f) =

∫
[0,1]

Λ∗(f ′a(t)) dt +

∫
[0,1]

ρ(f ′s(t)) dθ(t),

où θ est n’importe quelle mesure par rapport à laquelle µs est absolument conti-
nue et f ′s = dfs/dθ.
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Preuve. Soit f ∈ Cd([0, 1]). Considérons la mesure empirique L̃n ∈ Md ca-
ractérisée par

〈L̃n, f〉 =
n−1∑
i=0

∫ (i+1)/n

i/n

f(t) dt · Zi,

où l’intégrale
∫ i/n

(i−1)/n
f(t) dt est à valeurs dans Rd et

∫ (i+1)/n

i/n
f(t) dt·Zi représente

le produit scalaire habituel. Alors Π(L̃n) = Z̃n (où Π est définie comme dans
la preuve précédente) et le théorème est démontré dès lors qu’on prouve le PGD
pour L̃n avec la bonne fonction de taux donnée par (4.5). Comme précédemment,
si f : [0, 1] → Rm×d est une fonction (matricielle) continue bornée et si fj

représente la je ligne de la matrice, alors

〈L̃n, f〉 =
n−1∑

0


∫ (i+1)/n

i/n
f1(t) dt · Zi

...∫ (i+1)/n

i/n
fm(t) dt · Zi


(
4
=

n∑
1

∫ i/n

(i−1)/n

f(t) dt · Zi

)
.

Montrons que 〈L̃n, f〉 et 〈Ln, f〉 sont exponentiellement équivalents :

|〈L̃n, f〉 − 〈Ln, f〉| ≤
n∑

i=1

|Zi|

∣∣∣∣∣
∫ i/n

(i−1)/n

f(t) dt− f(i/n)

n

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|Zi|
∫ i/n

(i−1)/n

|f(t)− f(i/n)| dt.

Soit ε > 0 donné. Comme f est uniformément continue sur [0, 1], |f(t) −
f(i/n)| ≤ ε pour t ∈ [(i− 1)/n, i/n] et pour n assez grand. Par conséquent,

|〈L̃n, f〉 − 〈Ln, f〉n| ≤
1

n

n∑
1

|Zi| ε,

pour n assez grand. Par suite, pour tout ε > 0,

lim sup
n

1

n
log P{|〈L̃n, f〉 − 〈Ln, f〉| > δ}

≤ lim sup
n

1

n
log P{1/n

n∑
1

|Zi| ε > δ} ≤ −Λ∗|Z|

(
δ

ε

)
.

Comme, du fait de l’hypothèse (H-5), limε→0 Λ|Z|
(

δ
ε

)
= +∞, 〈L̃n, f〉 et 〈Ln, f〉

sont exponentiellement équivalents. Ainsi, 〈L̃n, f〉 satisfait un PGD dans Rm

de bonne fonction de taux donnée par (3.4). On établit enfin le PGD pour L̃n

de manière similaire à celui établi au théorème 4.1. 2
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4.2.3 Commentaires bibliographiques

Mogul’skii [40], Djellout, Guillin et Wu [21] et Marguerite Zani [59] se sont
-entre autres- intéressés aux grandes déviations des marches aléatoires dans un
contexte où il n’existe que quelques moments exponentiels. Djellout et al. ainsi
que Zani ont travaillé sur l’ensemble des fonctions à variation bornée dans un
cadre unidimensionnel. Ainsi, Djellout et al. étudient les grandes déviations de
l’estimateur de la variation quadratique

Θn(t) =

[nt]∑
i=0

(
Xi/n −X(i−1)/n

)2
associé au processus de diffusion dXt = σt dBt + b(t,Xt) dt. M. Zani s’intéresse
à la marche aléatoire

Zn(t) =
1

n

[nt]∑
i=1

X2
i

associée au processus gaussien stationnaire (Xn). Dans les deux cas, la fonc-
tion de taux fait apparâıtre une partie singulière. Notons que les techniques
d’établissement des PGD sont spécifiques à chaque modèle.

Mogul’skii s’est intéressé à la ligne brisée multidimensionnelle Z̃n telle que
nous l’étudions. La topologie qu’il considère est relative à une métrique de Sko-
rokhod pour laquelle l’espace des fonctions continues à valeurs dans Rd dans
lequel vit la ligne brisée n’est cependant pas complet. Et des impératifs de
compacité (pour établir la borne supérieure du PGD) l’obligent à considérer le
complété de cet espace sous cette même métrique de Skorokhod. Les points-
limite d’un tel complété ne s’expriment pas explicitement sous la forme fonc-
tion. Par ailleurs, la fonction de taux I est donnée sous forme abstraite. En
effet, I est la régularisée semi-continue inférieure de la fonctionnelle habituelle

Ĩ(x) =

∫
[0,1]

Λ∗(ẋ(t)) dt.

Pour conclure, Mogul’skii établit un principe de grandes déviations pour une
topologie plus fine que la topologie que nous considérons. Cela a un prix :
l’espace d’états et la fonction de taux demeurent abstraits.
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4.3 Absence de stricte convexité pour I -fin de

la preuve-

Preuve. On peut vérifier facilement que la mesure définie par dγ = E d` est
toujours un minimisant de I sous C (Jensen). Par suite, si µ est un minimisant :

I(µ) = Λ∗(E) =

{
Λ∗(E) si E < z∗,
Λ∗(z∗) + E − z∗ sinon.

Dans le cas où E < z∗, prouvons que ce minimisant est unique. Supposons
pour cela que µ et ν sont deux minimisants distincts, soit :{

〈µ, 1〉 = E
〈ν, 1〉 = E

et I(µ) = I(ν) = Λ∗(E).

Notons que toute combinaison convexe αµ + βν appartient à C.

I(αµ + βν) =

∫
Λ∗
(

α
dµa

d`
+ β

dνa

d`

)
d` + αµs[0; 1] + βνs[0; 1].

Si `
{
αdµa

d`
+ β dνa

d`
< z∗

}
= 0 alors

I(αµ + βν) ≥
∫
{α dµa

d`
+β dνa

d`
≥z∗}

Λ∗
(

α
dµa

d`
+ β

dνa

d`

)
d` ≥ Λ∗(z∗) > Λ∗(E),

ce qui est impossible car I(αµ + βν) ≤ αI(µ) + βI(ν) = Λ∗(E). Par suite
supposons que `

{
αdµa

d`
+ β dνa

d`
< z∗

}
> 0. Dans ce cas,∫

Λ∗
(

α
dµa

d`
+ β

dνa

d`

)
d`

=
∫
{α dµa

d`
+β dνa

d`
<z∗} Λ∗

(
αdµa

d`
+ β dνa

d`

)
d` +

∫
{α dµa

d`
+β dνa

d`
≥z∗} Λ∗

(
αdµa

d`
+ β dνa

d`

)
d`.

Comme Λ∗ est strictement convexe sur l’intervalle (−∞; z∗],

Λ∗
(

α
dµa

d`
+ β

dνa

d`

)
< αΛ∗

(
dµa

d`

)
+ βΛ∗

(
dνa

d`

)
,

sur
{
αdµa

d`
+ β dνa

d`
< z∗

}
. Cette inégalité demeure stricte en intégrant sur l‘ensemble{

αdµa

d`
+ β dνa

d`
< z∗

}
. Par conséquent, I(αµ + βν) < αI(µ) + βI(ν) = Λ∗(E),

ce qui est impossible. Nécessairement, le minimisant est unique.
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Dans le cas où E ≥ z∗, la seule chose à montrer est que `
{

dµa

d`
< z∗

}
= 0 si µ

est un minimisant. Supposons que `
{

dµa

d`
< z∗

}
> 0. On notera g(x) = dµa

dx
(x).∫

Λ∗(g) d` =

∫
{g<z∗}

Λ∗(g) d` +

∫
{g≥z∗}

Λ∗(g) d`.

Un double application de l’inégalité de Jensen entraine que∫
Λ∗(g) d` ≥ `{g < z∗}Λ∗

(∫
{g<z∗} g d`

`{g < z∗}

)
+ `{g ≥ z∗}Λ∗

(∫
{g≥z∗} g d`

`{g ≥ z∗}

)
.

Comme
∫
{g<z∗} g dx

`{g<z∗} < z∗ et Λ∗ est strictement convexe sur l’intervalle (−∞, z∗],
on obtient :

`{g < z∗}Λ∗
(∫

{g<z∗} g d`

`{g < z∗}

)
+ `{g ≥ z∗}Λ∗

(∫
{g≥z∗} g d`

`{g ≥ z∗}

)
> Λ∗

(∫
g d`

)
et I(µ) > Λ∗(〈µa, 1〉) + 〈µs, 1〉. Notons αE = 〈µa, 1〉 où α ∈ (0; 1). Comme la
pente maximale de la fonction convexe Λ∗ est 1, l’inégalité suivante est vraie
pour tout réel E :

Λ∗(E)− Λ∗(αE)

E − αE
≤ 1.

Par suite, I(µ) > Λ∗(αE) + E −αE ≥ Λ∗(E). Mais cela est impossible comme
I(µ) = Λ∗(E) du fait que µ est un minimisant. Nécessairement, `

{
dµa

d`
< z∗

}
=

0 et la seconde partie de la proposition est démontrée. 2
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Chapitre 5

Grandes déviations pour des
variables indépendantes mais
non identiquement distribuées
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Nous poursuivons ici l’étude des grandes déviations de la moyenne empi-
rique

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zn

i ,

dans le cas où les variables aléatoires (Zn
i ) sont indépendantes mais ne sont

plus, cette fois-ci, identiquement distribuées.
Soit (Zn

i )i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes, à valeurs dans Rd,
et soit (xn

i ; 1 ≤ i ≤ n; n ≥ 1) une suite déterministe d’éléments à valeurs dans
X et satisfaisant

1

n

n∑
1

δxn
i

conv. étroite−−−−−−−→
n→∞

R.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux grandes déviations de la moyenne
empirique :

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

 f1(x
n
i ) · Zn

i
...

fm(xn
i ) · Zn

i

 (
4
=

1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zn

i

)
..

où chaque fk est une fonction continue bornée de X dans Rd et où · représente
le produit scalaire sur Rd, dans le cas où la distribution de chaque Zn

i (que l’on
notera L(Zn

i )) dépend de xn
i .

Notre intérêt pour l’étude des grandes déviations de L̃n provient des tra-
vaux de Gamboa et Gassiat [29] ainsi que ceux de Csiszár, Gamboa et Gassiat
[15]. Dans [29], il est démontré que l’estimateur bayésien E[Ln|Ln∈C] (dans le
cas où Ln = 1

n

∑
Zi δxi

, Zi ∼ P , Zi i.i.d.) converge vers une mesure µ que
l’on cherche à reconstruire. Du fait que C peut être un événement rare, l’esti-
mateur précédent est difficile à calculer en pratique et les auteurs proposent
l’alternative suivante :

si H(Q∗|P⊗n) = infQ∈CH(Q|P⊗n) alors Q∗ = P̃1 × · · · × P̃n,

où
d P̃i

dP
=

eλ∗φ(xn
i )z∫

eλ∗φ(xn
i )zP ( dz)

et la mesure empirique L̃n = 1
n

∑
Z̃n

i δxn
i

satisfait

EL̃n −−−−→
n→+∞

µ,

où Z̃n
i ∼ P̃ n

i . C’est l’estimateur du Maximum d’entropie en moyenne. L’étude
des grandes déviations de 〈L̃n, f〉 apparâıt ainsi comme le préalable à l’étude
des grandes déviations de L̃n.

Nous formalisons dans la suite la dépendance entre la loi de Z̃n
i et le site

xn
i , de manière à pouvoir considérer des variables qui n’ont pas tous leurs

moments exponentiels et dont les log-Laplaces ne sont pas forcément escarpées.
Considérons une famille P (x, dz) de lois sur Rd indexées par x ∈ X . L’idée est
d’autoriser les lois P (x, dz) et P (x′, dz) à légèrement différer quand les deux
sites x et x′ sont distincts mais néanmoins proches au sens de la topologie
sur X . Considérons l’ensemble des probabilités admettant quelques moments
exponentiels :

Pτ (Rd) = {P ∈ M1(Rd), ∃ α > 0

∫
Rd

eα|z| P (dz) < ∞}
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et introduisons sur cet ensemble une distance qu’on appelera distance d’Orlicz-
Wasserstein :

dOW (P, Q) = inf
η

inf

{
a > 0;

∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a

)
η(dzdz′) ≤ 1

}
, P, Q ∈ Pτ ,

où η est une probabilité dont les marginales sont P et Q. La variation de la loi
s’exprime alors naturellement en termes de continuité de l’application

X → (Pτ , dOW )

x 7→ P (x, ·)

et les variables aléatoires indépendantes Zn
i sont distribuées selon la loi P (xn

i , ·).
La dépendance précédemment décrite entre L(Zn

i ) et xn
i permet de considérer

des variables aléatoires dont les log-Laplaces ne sont pas escarpées. De ce fait,
le théorème de Gärtner-Ellis, qui est l’un des outils majeurs pour établir des
principes de grandes déviations dans des cas indépendants mais non identique-
ment distribués, ne s’applique pas. En effet, la preuve de ce théorème repose
sur un argument de changement de mesure exponentielle et, de fait, nécessite
l’escarpement de la log-Laplace (voir l’introduction générale pour une discus-
sion plus précise).
Nous établissons dans ce chapitre un principe de grandes déviations pour
1
n

∑
f(xn

i )·Zn
i sans faire l’hypothèse d’escarpement. Très brièvement, la méthode

employée consiste à utiliser à un argument de couplage pour se ramener au
problème traité au chapitre 3. Malheureusement, la technique d’approxima-
tion exponentielle utilisée ici est nettement plus complexe qu’au chapitre 3 et
nous ne sommes actuellement pas à même d’identifier complètement la fonc-
tion de taux. Le chapitre est organisé de la manière suivante : la définition de
la distance d’Orlicz-Wasserstein, le jeu d’hypothèses précis sur la famille (Zn

i )
et quelques exemples de familles (P (x, ·); x ∈ X ) sont donnés dans la section
5.1. Le principe de grandes déviations est énoncé et démontré à la section 5.2.
Enfin, le fait que dOW est une distance est établi à la section 5.3.

Dans toute la suite du chapitre, on écrira indifféremment Px ou P (x, ·) et
on se servira des notations introduites au chapitre 3, paragraphe 3.1.1.

5.1 Distribution des variables aléatoires

Dans cette section, on introduit une distance entre probabilités nous per-
mettant de formaliser la “proximité exponentielle” requise pour pouvoir établir
des principes de grandes déviations (paragraphe 5.1.1), on énonce le jeu d’hy-
pothèses sur les lois P (x, ·) et sur les variables Zn

i au paragraphe 5.1.2 et enfin,
on donne quelques exemples de telles familles (paragraphe 5.1.3).
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5.1.1 La distance d’Orlicz-Wasserstein

Soit τ(z) = e|z| − 1, z ∈ Rd. Considérons :

Pτ (Rd) = {P ∈ M1(Rd), ∃ a > 0

∫
Rd

τ
(z

a

)
P (dz) < ∞}

= {P ∈ M1(Rd), ∃ α > 0

∫
Rd

eα|z| P (dz) < ∞}.

Pτ représente l’ensemble des probabilités qui ont quelques moments exponen-
tiels. On note par M(P, Q) l’ensemble des probabilités appartenant à P(Rd ×
Rd) de marginales respectives P ∈ P(Rd) et Q ∈ P(Rd). Considérons la
métrique d’Orlicz-Wasserstein définie sur Pτ (Rd) par :

dOW (P, Q) = inf
η∈M(P,Q)

inf

{
a > 0;

∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a

)
η(dzdz′) ≤ 1

}
.

dOW apparâıt comme une distance entre probabilités permettant de mesurer la
“proximité exponentielle” de deux distributions.

Lemme 5.1 dOW est une distance sur Pτ (Rd).

La preuve de ce lemme est très proche de la preuve habituelle où il est montré
que que la distance de Wasserstein est bien une distance. L’aspect “jauge”
(inf{a > 0;

∫
Rd×Rd τ( z−z′

a
) η(dzdz′) ≤ 1}) de la distance d’Orlicz-Wasserstein

peut néanmoins dérouter. De ce fait, une preuve complète est proposée à la
section 5.3.

Dans la suite, on munit Pτ (Rd) de la topologie induite par dOW .

5.1.2 Un jeu d’hypothèses sur l’échantillon (Zn
i )

Nous rappelons dans cette section certaines des hypothèses utilisées aux
chapitres 3 et 4. Nous introduisons également deux nouvelles hypothèses : les
hypothèses (H-6) et (H-7).

Hypothèse H-2 R est une probabilité sur (X ,B(X )) satisfaisant

si U est un ouvert non vide, alors R(U) > 0.

Hypothèse H-3 La famille (xn
i )1≤i≤n, 1≤n ⊂ X satisfait

1

n

n∑
1

δxn
i

conv. étroite−−−−−−−→
n→∞

R où R ∈ P(X ). (5.1)
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Hypothèse H-5 X est un espace compact.

Hypothèse H-6 (P (x, ·); x ∈ X ) est une famille de probabilités incluse dans
Pτ (Rd). On suppose que pour chaque borélien A de Rd, l’application x 7→
P (x, A) est mesurable et que la fonction

Γ : X → Pτ (Rd)

x 7→ P (x, ·)

est continue lorsque Pτ (Rd) est munie de la topologie induite par la distance
dOW .

Remarque 5.2 On remarquera que la conjonction des hypothèses (H-5) et
(H-6) entraine l’existence d’un réel α∗ > 0 tel que

S(α∗) = sup
x∈X

∫
Rd

eα∗|z|Px(dz) < ∞. (5.2)

En effet, x 7→ dOW (Px, Px0) est une application continue et donc est majorée sur
le compact X , soit dOW (Px, Px0) ≤ δ∗ pour tout x élément de X . En particulier,
il existe pour tout x une probabilité ηx ∈ M(Px, Px0) telle que∫

e
|z−z′|

δ∗ ηx(dzdz′) ≤ 2.

Soient α+β = 1. Choisissons δ assez grand pour que δα > δ∗ et
∫

e
|z′|
δβ Px0(dz′) <

∞ soient vérifiés. Alors∫
e
|z|
δ Px(dz) =

∫
e
|z−z′+z′|

δ ηx(dzdz′)

≤
[∫

e
|z−z′|

δα ηx(dzdz′)

]α [∫
e
|z′|
δβ Px0(dz′)

]β

≤ 2α

[∫
e
|z′|
δ∗ Px0(dz′)

]β

< ∞

et (5.2) est établie en prenant α∗ = (δ)−1.

Hypothèse H-7 Etant donnée une famille de probabilités (P (x, ·); x ∈ X ) et
une famille (xn

i ; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ n) à valeurs dans X , on considère une suite
de variables aléatoires (Zn

i ), indépendantes, à valeurs Rd et où chaque variable
Zn

i est distribuée selon Pxn
i
.
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L’hypothèse la plus contraignante à vérifier est (H-6). Une fois montré que
la famille étudiée (P (x, ·)) satisfait cette hypothèse, on peut construire sans
problèmes une famille de variables aléatoires indépendantes vérifiant (H-7).
Pour cette raison, on étudie dans la section suivante quelques familles vérifiant
l’hypothèse (H-6).

5.1.3 Exemples de familles satisfaisant l’hypothèse (H-
6)

Nous nous intéressons ici à des familles de lois Gamma ainsi qu’à des familles
de variables aléatoires du type f(xi, Zi).

Lois Gamma On prend pour probabilité de référence une loi Gamma :

P ( dz) =
e−zzα−1

Γ(α)
dz, α > 0.

On s’intéresse à la famille de probabilités perturbées

Px(dz) =
exz

Cx

P ( dz) où Cx =

∫ +∞

0

exzP (dz) = (1− x)α

Ici, le paramètre x satisfait 0 ≤ x ≤ x0 < 1. Alors la famille (Px; 0 ≤ x ≤ x0)
satisfait l’hypothèse (H-6). Montrons la continuité de x 7→ Px pour la topologie
induite par dOW . Fixons x ∈ [0, x0] et ε > 0. Il nous faut démontrer que pour
x′ proche de x, on a dOW (Px′ , Px) ≤ ε. Pour cela, on va construire un couple
de variables aléatoires (Z,Z ′) de lois marginales Px et Px′ . Nous montrerons
ensuite que pour x′ assez proche de x,

Eτ

(
Z − Z ′

ε

)
≤ 1,

ce qui entrainera dOW (Px′ , Px) ≤ ε.
Soit U une variable uniforme sur [0, 1] et F (resp. Fx et Fx′) la fonction

de répartition associée à la loi de référence P (resp. Px et Px′). On pose Z =
F−1

x (U) et Z ′ = F−1
x′ (U). Alors,

Fx(z) = F (z(1− x)) et Fx′(z) = F (z(1− x′)),

Z = F−1
x (U) =

1

1− x
F−1(U) et Z ′ = F−1

x′ (U) =
1

1− x′
F−1(U).
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Par conséquent

Z − Z ′ = F−1
x (U)− F−1

x′ (U)

=
F−1(U)

1− x
− F−1(U)

1− x′

=
(x− x′)F−1(U)

(1− x)(1− x′)
.

Comme

lim
x′→x

x′ − x

ε(x− 1)(x′ − 1)
= 0,

il s’ensuit que

Eτ

(
Z − Z ′

ε

)
=

∫ 1

0

(
exp

∣∣∣∣ (x′ − x)F−1(u)

ε(x− 1)(x′ − 1)

∣∣∣∣− 1

)
du ≤ 1,

pour x′ assez proche de x et la continuité de x 7→ Px est établie.

Généralisation du modèle f(xi)Zi. Soit Z une variable aléatoire à valeurs
dans Rd et de loi R . Introduisons l’espace d’Orlicz suivant :

Lτ =

{
f : Rd → Rd; ∃a > 0,

∫
Rd

τ

(
f(z)

a

)
P (dz) < ∞

}
.

Munissons-le de la norme

‖f‖τ = inf

{
a > 0;

∫
τ

(
f

a

)
dP ≤ 1

}
.

Alors (Lτ , ‖ · ‖τ ) est un espace de Banach (on pourra se reporter à la section 1.1
du chapitre 1 pour plus d’informations sur les espaces d’Orlicz). On remarque
de plus que :

f ∈ Lτ ⇔ ∃α > 0, Eeα|f(Z)| < ∞.

Soit X un espace métrique compact et considérons C(X ; Lτ ) qui est l’ensemble
des fonctions continues de X dans Lτ . Alors, la famille de probabilités (Px)x∈X ,
Px étant la loi de φ(x, Z), satisfait l’hypothèse (H-6). Pour démontrer que
dOW (Px, Px′) ≤ ε pour x′ assez proche de x, il suffit d’exhiber un couple de
variables aléatoires (Y, Y ′) de lois marginales Px et Px′ telles que

Eτ

(
|Y − Y ′|

ε

)
≤ 1.
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On choisit naturellement Y = φ(x, Z) et Y ′ = φ(x′, Z). Par définition même
de la norme d’Orlicz et de φ, on a, pour x′ assez proche de x,

Eτ

(
|φ(x, Z)− φ(x′, Z)|

ε

)
≤ 1.

La seconde partie de l’hypothèse est ainsi établie. Voici un exemple non trivial
d’une telle famille. Soient g : Rd → R et f : X → R (X compact) deux
fonctions continues bornées et soit Z une variable aléatoire à valeurs dans Rd

ayant quelques moments exponentiels :

∃α > 0, Eeα|Z| < ∞.

Alors la famille de probabilités associée à Zx = Z
1+|f(x)g(Z)| satisfait l’hypothèse

(H-6).

5.2 Le principe de grandes déviations

Théorème 5.3 Soit f : X → Rm×d une fonction continue bornée. Supposons
que (H-2), (H-3), (H-5), (H-6) et (H-7) sont vérifiées. Alors, la famille

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zn

i

satisfait un principe de grandes déviations dans (Rm,B(Rm)) gouverné par une
(unique) fonction de taux Υ.

Remarque 5.4 Considérons la log-Laplace

Λ(x, λ) = log

∫
Rd

eλ·zP (x, dz), λ ∈ Rd, x ∈ X

(que l’on notera également Λx) et la fonction de taux du PGD Υ. Cette fonction
nous est en fait donnée par la formule :

Υ(y) = sup
η>0

lim inf
ε→0

inf
y′∈B(y,η)

If ε(y′), y ∈ Rm,

où les If ε sont des fonctions de taux associées à une approximation exponentielle
(voir les détails de la construction au lemme 5.6). Par analogie avec le résultat
établi dans le cas i.i.d. au théorème 3.6, la tentation est grande d’affirmer que

Υ(y) = If (y),
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où

If (y) = sup
θ∈Rm

{
θ · y −

∫
X

Λ
(
x,

m∑
j=1

θjfj(x)
)
R(dx)

}
, y ∈ Rm.

Ici fj représente la je ligne de la matrice f . Néanmoins, l’approximation expo-
nentielle est plus complexe dans ce cas là et nous n’arrivons pas à ce jour à
établir l’identité Υ(y) = If (y). L’inégalité Υ ≤ If est démontrée à la proposi-
tion 5.7.

5.2.1 Preuve du PGD

Le schéma de la preuve est essentiellement le même qu’au paragraphe 3.2.1.
Le principal changement réside dans la procédure d’approximation. Comme
dans la section 3.2.1, on approxime f par une fonction étagée uniformément
proche mais comme les variables aléatoires Zn

i ne sont plus identiquement
distribuées, on utilise un couplage fortement corrélé via la distance d’Orlicz-
Wasserstein de manière à travailler avec un nombre fini de lois. Comme (Px; x ∈
X ) est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules BOW (Pk, ε).
Si Z est tiré selon la loi Pxn

i
∈ BOW (Pk, ε) alors, on l’approxime par une va-

riable aléatoire fortement dépendante Z̃ tirée selon Pk. Par suite, on approxime
〈Ln, f〉 par

a1

n

NA1
(n)∑

i=1

Z̃
(1)
i + · · ·+ ap

n

NAp (n)∑
i=1

Z̃
(p)
i ,

où chaque famille (Z̃
(k)
i )1≤i≤NAk

(n) est une famille de variables aléatoires i.i.d.
distribuées selon Pk.

Lemme 5.5 Supposons que (H-3) soit vérifiée et soit (Ak; 1 ≤ k ≤ p) une par-
tition d’ensembles mesurables de X telle que R(Ak) > 0 et R(∂Ak) = 0. Soit
(Zn

i ; 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1) une famille de variables aléatoires indépendantes, à va-
leurs dans Rd, où Zn

i a pour distribution Pk ∈ Pτ (Rd) si xn
i ∈ Ak. Considérons

la fonction (matricielle) étagée

f : X −→ Rm×d

x 7−→ f(x) =

p∑
k=1

ak1Ak
(x),
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les ak étant des matrices m× d. Alors,

〈Ln, f〉 =
1

n

n∑
1

f(xn
i ) · Zn

i

=
1

n

n∑
1

a1 · Zn
i 1A1(x

n
i ) + · · ·+ 1

n

n∑
1

ap · Zn
i 1Ap(x

n
i )

satisfait un PGD dans (Rm,B(Rm)) de bonne fonction de taux

If (y) = inf

{
p∑

k=1

R(Ak)Λ
∗
k(uk);

p∑
k=1

ak · uk R(Ak) = y; uk ∈ Rd, 1 ≤ k ≤ p

}
, y ∈ Rm

= inf

{∫
X

Λ∗p(x, u(x)) dR;

∫
X

f · u dR = y; u ∈ B(X ; Rd)

}
.

(5.3)

Ici, Λ∗k(z) est la log-Laplace de Pk et Λ∗p(x, z) =
∑p

k=1 Λ∗k(z)1Ak
(x).

Preuve. se démontre de la même manière que le lemme 3.7. 2

Lemme 5.6 Supposons que (H-2), (H-3), (H-5) et (H-6) sont vérifiées et soit
f : X → Rm×d une fonction continue bornée. Alors il existe :
• une famille de variables aléatoires (Zn

i )i,n satisfaisant (H-7),
• une famille de variables aléatoires indépendantes (Z̃n,ε

i )i,n distribuées selon
un nombre fini de lois
• une suite de fonctions étagées (f ε; ε > 0) telles que la famille 〈L̃ε

n, f
ε〉 définie

par

〈L̃ε
n, f

ε〉 =
1

n

n∑
i=1

f ε(xn
i ) · Z̃n

i

réalise une approximation exponentielle de 〈Ln, f〉, i.e. :

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log P

{
|〈L̃ε

n, f
ε〉 − 〈Ln, f〉| > δ

}
= −∞ pour tout δ > 0.

De plus, 〈L̃ε
n, f

ε〉 satisfait un PGD de bonne fonction de taux If ε donnée par
(5.3) et 〈Ln, f〉 satisfait un PGD de bonne fonction de taux

Υ(y) = sup
η>0

lim inf
ε→0

inf
y′∈B(y,η)

If ε(y′), y ∈ Rm,

où B(y, ε) = {y′ ∈ Rm, |y′ − y| < ε}
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Preuve. Soit ε > 0 fixé et f : X → Rm×d continue bornée. La proposition 3.12
nous assure de l’existence de a1, . . . , ap ∈ Rm×d et de ε1, . . . , εp ∈ (0, ε] tels que
les ouverts Bf

k = f−1B(ak, εk) sont des ensemble R-continus et recouvrent X ,
soit

X ⊂ ∪m
k=1B

f
k.

De même, comme Γ : x → Px est continue et X compact (H-5), on peut
à nouveau appliquer la proposition 3.12 : il existe P1, . . . , Pp′ ∈ Pτ (Rd) et
ε′1, . . . , ε

′
p′ ∈ (0, ε] tels que les ouverts CP

l = Γ−1BOW (Pl, ε
′
l) sont R-continus et

recouvrent X :

X ⊂ ∪p′

l=1C
P
l .

La famille (Bf
k ∩CP

l )k,l est un recouvrement d’ouverts R-continus de X . L’hy-
pothèse (H-2) implique que chacun des ensembles est soit vide, soit de mesure
strictement positive. Gardons les ensembles non vides. La famille précédente
satisfait alors les hypothèses du lemme de partition (lemme 3.13), à savoir que
chacun des ensembles participant au recouvrement de X est R-continu et de
mesure strictement positive. Par suite, il existe une partition (Dι; 1 ≤ ι ≤ q)
vérifiant les propriétés du lemme 3.13 : chacun des Dι est R-continu et de
mesure strictement positive. Qui plus est, il existe, pour tout ι, k et l tels que

Dι ⊂ Bf
k ∩ CP

l

⊂ f−1B(ak, εk) ∩ Γ−1BOW (Pl, ε′l).
(5.4)

Considérons un appariement qui associe à chaque ι un unique couple (k, l) =
(k(ι), l(ι)) tel que (5.4) soit satisfaite. Notons

f ε =

q∑
ι=1

ak(ι) 1Dι .

Alors ‖f ε − f‖ ≤ ε et chaque Dι est un ensemble de R-continuité de mesure
strictement positive. D’autre part, si x ∈ Dι, alors

dOW (Px, Pl(ι)) ≤ ε.

On peut maintenant construire proprement (Zn
i )i,n et (Z̃n

i )i,n.
• Construction de la famille (Zn

i )i,n et de la famille approximante (Z̃n
i )i,n.

Soit xn
i ∈ X . Il existe un unique Dι tel que xn

i ∈ Dι. En particulier,

dOW (Pxn
i
, Pl(ι)) < ε,
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où l(ι) est associé à ι via l’appariement subséquent à (5.4). Par suite, il existe
une mesure de probabilité ηi,n sur (Rd × Rd,B(Rd × Rd)) telle que∫

Rd×Rd

τ

(
x− y

ε

)
ηi,n(dxdy) ≤ 1.

Considérons maintenant Zn
i (x, y) = x et Z̃n

i (x, y) = y où (x, y) ∈ Rd×Rd alors
Zn

i est distribuée selon la loi Pxn
i
, Z̃n

i selon la loi Pj(l) et

Eτ

(
Zn

i − Z̃n
i

ε

)
≤ 1 ⇒ Ee

|Zn
i −Z̃n

i |
ε ≤ 2. (5.5)

L’extension dénombrable usuelle⊗i,nη
i,n sur le produit cartésien Πi,nRd×Rd en-

traine l’existence d’une famille (Zn
i )i,n qui satisfait (H-7). Une des conséquences

de la construction précédente est que la famille (Z̃n
i ; xn

i ∈ Bl) est une suite
de variables aléatoires indépendantes distribuées selon un nombre fini de lois
(Pl(ι); 1 ≤ ι ≤ q). Par suite, 〈L̃ε

n, f
ε〉 satisfait les hypothèses du lemme 5.5 et

donc satisfait un PGD de bonne fonction de taux If ε .
• L’approximation exponentielle.
Remarquons d’abord que

P
{∣∣∣〈Ln, f〉 − 〈L̃ε

n, f
ε〉
∣∣∣ > δ

}
≤ P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · (Zi − Z̃i)

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
+ P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

(f(xi)− f ε(xi)) · Z̃i

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
et

lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣〈Ln, f〉 − 〈L̃ε
n, f

ε〉
∣∣∣ > δ

}
≤ lim sup

n

1

n
log P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · (Zi − Z̃i)

∣∣∣∣∣ > δ

2

}

∨ lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

(f(xi)− f ε(xi)) · Z̃i

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
,

où a ∨ b = max(a, b). Considérons d’abord :

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · (Zi − Z̃i)

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
≤ P

{
1

n

n∑
1

|Zi − Z̃i| >
δ

2‖f‖

}

≤ exp

(
− nδ

2‖f‖ε

) n∏
1

Ee
|Zi−Z̃i|

ε ≤ exp

(
− nδ

2‖f‖ε

)
2n,



5.2 Le principe de grandes déviations 111

où la dernière inégalité provient de (5.5). Par suite,

lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · (Zi − Z̃i)

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
≤ − nδ

2‖f‖ε
. (5.6)

Considérons maintenant

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

(f(xi)− f ε(xi)) · Z̃i

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
≤ P

{
1

n

n∑
1

|Z̃i| >
δ

2ε

}

≤ exp

(
−α∗nδ

2ε

) n∏
1

Eeα∗|Z̃i|,

où α∗ > 0 est choisie de sorte que (5.2) est satisfaite. On obtient alors

lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

(f(xi)− f ε(xi)) · Z̃i

∣∣∣∣∣ > δ

2

}
≤ −α∗δ

2ε
+ log S(α∗). (5.7)

Finalement, en combinant (5.6) et (5.7) avec (5.5), on obtient

lim
ε→0

lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣〈Ln, f〉 − 〈L̃ε
n, f

ε〉
∣∣∣ > δ

}
= −∞,

où S(α∗) est donnée par (5.5). Par conséquent, la famille (〈L̃ε
n, f

ε〉; ε > 0) réalise
une approximation exponentielle de 〈Ln, f〉. Comme 〈L̃ε

n, f
ε〉 satisfait un PGD

du fait du lemme 5.5, le théorème 4.2.16 dans [20] entraine un PGD faible pour
〈Ln, f〉 de fonction de taux

Υ(y) = sup
η

lim inf
ε

inf
y′∈B(y,η)

Iε
f ε(y′).

• Le PGD complet : tension exponentielle de 〈Ln, f〉.

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · Zi

∣∣∣∣∣ > K

}
≤ P

{
1

n

n∑
1

|Zi| >
K

‖f‖

}
≤ exp

(
−nKα

‖f‖

) n∏
1

EeαZi|.

Comme précédemment, si α > 0 est choisie de sorte que (5.2) est satisfaite,
alors

lim sup
n

1

n
log P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
1

f(xi) · Zi

∣∣∣∣∣ > K

}
≤ −Kα

‖f‖
+ log S(α) −−−→

K→∞
−∞.

Par conséquent, 〈Ln, f〉 est exponentiellement tendue et satisfait donc un PGD
complet de bonne fonction de taux Υ. 2
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5.2.2 Plus d’informations sur la fonction de taux

Introduisons d’abord quelques définitions usuelles en analyse convexe. On
dit que J ε epi-converge vers J et on écrit : J = e− limε→0 J ε, si, pour tout
y ∈ Rd,

lim inf
ε→0

J ε(yε) ≥ J(y) pour toute suite yε −−→
ε→0

y, (5.8)

and lim sup
ε→0

J ε(yε) ≤ J(y) pour une suite yε −−→
ε→0

y. (5.9)

Cela est équivalent à :

sup
η>0

lim inf
ε→0

inf
y′∈B(y,η)

J ε ≥ J, (5.10)

et sup
η>0

lim sup
ε→0

inf
y′∈B(y,η)

J ε ≤ J. (5.11)

Pour les détails, on pourra se reporter au livre de Rockafellar et Wets [49],
chapitre 7. Notons que certains auteurs appellent ce type de convergence la
Mosco-convergence (voir Zabell [58]).
Ce type de convergence existe en théorie des grandes déviations. En effet, si
U ε

n satisfait un PGD de fonction de taux J ε et si U ε
n est une approximation

exponentielle de Un, alors Un satisfait un principe de grandes déviations faibles
de fonction de taux J = e− limε→0 J ε (théorème 4.2.16 dans [20] et sa preuve).
Rappelons les notations introduites à la remarque 5.4.

Proposition 5.7
Υ(y) ≤ If (y).

Preuve. On divise la preuve en plusieurs étapes. Rappelons dans un premier
temps quelques caractéristiques essentielles de l’approximation exponentielle
comsidérée dans le lemme précédent :
Pour tout ε > 0, on a construit une partition (Dι; 1 ≤ ι ≤ q) de X telle que :

– f(x) est approximée par une fonction étagée f ε(x) au sens de la norme
uniforme ‖f − f ε‖ ≤ ε.

– Px est approximée par Pl(ι) dans le sens où dOW (Px, Pl(ι)) ≤ ε,
et

If ε(y) = inf
u∈L1

d

{∫
X

Λ∗ε(x, u(x)) dR;

∫
X

f ε · u dR = y

}
y ∈ Rm,

où Λ∗ε(x, z) est la conjuguée convexe de Λε(x, λ) = log
∫

Rd eλ·zP ε
l(ι)( dz). Enfin,

nous avons vu que Υ = e− limε→0 If ε .

• Soit x ∈ X fixé. Alors Λ(x, λ) = e− limε→0 Λε(x, λ).
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En effet, pour tout ε > 0, il existe dOW (P ε
l(ι), Px) ≤ ε. Considérons maintenant

une famille de variables aléatoires (Žε
i ) i.i.d. et distribuée selon P ε

l(ι). Alors
1
n

∑
Žε

i est une approximation exponentielle de 1
n

∑
Zx

i . Comme cette dernière
quantité satisfait un principe de grandes déviations de bonne fonction de taux
Λ∗(x, z) du fait du théorème de Cramér, on obtient :

Soit x fixé, Λ∗(x, z) = e− lim
ε→0

Λ∗ε(x, z).

Le théorème de Wijsman (théorème 11.34, [49]) entraine alors que :

Soit x fixé, Λ(x, λ) = e− lim
ε→0

Λε(x, λ).

• Pour toute suite θε → θ à valeurs dans Rm, on a :

lim inf
ε→0

∫
Rd

Λε(x,
m∑

j=1

θε
jf

ε
j (x)) R(dx) ≥

∫
Rd

Λ(x,
m∑

j=1

θjfj(x)) R(dx),

où fj (respectivement f ε
j ) est la ieligne de la matrice f (respectivement f ε).

Plutôt que de travailler directement avec Λ(x, λ), on utilisera, pour des ques-
tions de positivité, la décomposition suivante :

Λ(x, λ) = log

∫
Rd

eλ·z P (x, dz)

= log

∫
Rd

eλ·(z−mx)+λ·mx P (x, dz)

= Λ̃(x, λ) + λ ·mx,

où mx =
∫

Rd z P (x, dz) et Λ̃ est associée à la variable aléatoire centrée Zx−mx.

En particulier, Λ̃ est positive. De manière similaire, Λε(x, λ) = Λ̃ε(x, λ) + mε
x.

On rappelle que W (P, Q) ≤ dOW (P, Q) où W est la distance de Wasserstein.
Une application immédiate du théorème de Kantorovich-Rubinstein (théorème
11.8.2,[23]) entraine que :

lim
ε→0

mε
x = mx. (5.12)

Par suite,
Λ̃ = e− lim

ε→0
Λ̃ε.

En particulier, si θε → θ alors, pour tout x,
∑m

j=1 θε
jf

ε
j (x) →

∑m
j=1 θjfj(x) et

la borne inférieure (5.8) de l’épi-convergence entraine

lim inf
ε→0

Λ̃ε(x,
m∑

j=1

θε
jf

ε
j (x)) ≥ Λ̃(x,

m∑
j=1

θjfj(x)).
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Comme les Λ̃s sont positives, on peut appliquer le lemme de Fatou :

lim inf
ε→0

∫
Rd

Λ̃ε(x,

m∑
j=1

θε
jf

ε
j (x)) R(dx) ≥

∫
Rd

Λ̃(x,

m∑
j=1

θjfj(x)) R(dx). (5.13)

Il suffit, pour conclure, d’injecter (5.12) dans l’inégalité précédente.

• L’inégalité Υ ≤ If . Rappelons que
∫

ΛεdR et
∫

Λ∗εdR sont conjuguées convexes.
Une application directe du théorème 3 dans [48] entraine que :

sup
θ∈Rm

{
θ · y −

∫
Λε(x,

m∑
j=1

θjf
ε
j (x)) R(dx)

}

= inf
u∈L1

d

{∫
Λ∗ε(x, u(x)) dR;

∫
X

f ε(x)u(x) R(dx) = y

}
.

En particulier, If ε(y) = supθ∈Rm

{
θ · y −

∫
Λε(x,

∑m
j=1 θjf

ε
j (x)) R(dx)

}
. Il reste

à appliquer une fois encore le théorème de Wijsman à (5.13) pour conclure que :

Υ(y) ≤ If (y).

La proposition 5.7 est démontrée. 2

5.3 Le caractère métrique de dOW

Preuve. • Notons tout d’abord que si P et Q appartiennent à Pτ (Rd) alors
dOW (P, Q) est finie. En effet, si η(dzdz′) = P (dz)⊗Q(dz′) alors∫

τ

(
z − z′

a

)
η(dzdz′) ≤

∫
e
|z|
a P (dz)

∫
e
|z′|
a Q(dz′)− 1.

Le théorème de convergence dominée entraine que

lim
a→∞

∫
e
|z|
a P (dz)

∫
e
|z|
a Q(dz′) = 1.

Par suite, il existe a et η tels que
∫

τ
(

z−z′

a

)
η(dzdz′) ≤ 1.

• Démontrons maintenant que dOW satisfait l’inégalité triangulaire. On va pour
cela adapter la preuve du lemme 11.8.3 de Dudley [23].
On rappelle que τ(z) = e|z| − 1. On choisit un réel κ de manière à ce que
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τ(κ) ≤ 1. Soient P, Q ∈ Pτ , alors il existe une probabilité jointe µ sur Rd ×Rd

de marginales P et Q et un réel a > 0 tels que∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a

)
µ(dzdz′) ≤ 1, (5.14)

avec a ≤ dOW (P, Q) + ε. Considérons une partition mesurable (Sn)n≥1 de Rd

vérifiant :

∀z, z′ ∈ Sn, |z − z′| ≤ κε.

Une telle partition existe sans problèmes. On définit la probabilité suivante sur
Rd × Rd.

µ′(A×B) =
∑
m,n

µ ((A ∩ Sm)× Sn) µ (Sm × (B ∩ Sn))

µ(Sm × Sn)
,

où la sommation concerne les indices m et n tels que µ(Sm × Sn) > 0. Il est
immédiat de vérifier que µ′ est une probabilité de marginales P et Q. Montrons
que ∫

Rd×Rd

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′) ≤ 1. (5.15)

On a ∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′) =

∑
m,n

∫
Sm×Sn

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′).

Soit zn ∈ Sn, alors∫
Sm×Sn

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′)

=

∫
Sm×Sn

τ

[(
a + ε

a + 2ε

)
z − zn

a + ε
+

(
ε

a + 2ε

)
zn − z′

ε

]
µ′(dzdz′)

≤ a + ε

a + 2ε

∫
Sm×Sn

τ

(
z − zn

a + ε

)
µ′(dzdz′)

+
ε

a + 2ε

∫
Sm×Sn

τ

(
zn − z′

ε

)
µ′(dzdz′)

≤ a + ε

a + 2ε

∫
Sm×Sn

τ

(
z − zn

a + ε

)
µ′(dzdz′) +

ε

a + 2ε
τ(κ)µ′(Sm × Sn).

(5.16)
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La première inégalité provient de la convexité de τ et la seconde de la définition
même de κ. Remarquons maintenant que∫

Sm×Sn

τ

(
z − zn

a + ε

)
µ′(dzdz′) =

∫
Sm×Sn

τ

(
z − zn

a + ε

)
µ(dzdz′).

Enfin,∫
Sm×Sn

τ

(
z − zn

a + ε

)
µ(dzdz′)

=

∫
Sm×Sn

τ

[(
a

a + ε

)
z − z′

a
+

(
ε

a + ε

)
zn − z′

ε

]
µ(dzdz′)

≤ a

a + ε

∫
Sm×Sn

τ

(
z − z′

a

)
µ(dzdz′) +

ε

a + ε

∫
Sm×Sn

τ

(
zn − z′

ε

)
µ(dzdz′)

≤ a

a + ε

∫
Sm×Sn

τ

(
z − z′

a

)
µ(dzdz′) +

ε

a + ε
τ(κ)µ(Sm × Sn).

(5.17)

En injectant l’équation (5.17) dans (5.16) et en utilisant la définition même de
a (voir (5.14)) , on obtient bien∫

Rd×Rd

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′) ≤ 1.

Soit maintenant Q, T ∈ Pτ , alors il existe une loi jointe ν sur Rd × Rd et un
réel b tels que∫

Rd×Rd

τ

(
z′ − z′′

b

)
ν(dz′dz′′) ≤ 1; dOW (Q, T ) ≤ b + ε.

De même que précédemment, on construit ν ′ qui vérifie∫
Rd×Rd

τ

(
z′ − z′′

b + 2ε

)
ν ′(dz′dz′′) ≤ 1. (5.18)

On peut maintenant, à partir de µ′ et de ν ′, définir une probabilité M sur
Rd×Rd×Rd telle que (z, z′) a pour distribution µ′, (z′, z′′) a pour distribution
ν ′ et z et z′′ sont indépendants conditionnellement à z′. (on pourra se reporter à
la preuve du théorème 11.8.3, Dudley [23], pour les détails de la construction).
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Evaluons maintenant :∫
Rd×Rd×Rd

τ

(
z − z′′

a + b + 4ε

)
M(dzdz′dz′′)

=

∫
Rd×Rd×Rd

τ

[(
a + 2ε

a + b + 4ε

)
z − z′

a + 2ε

+

(
b + 2ε

a + b + 4ε

)
z′ − z′′

b + 2ε

]
M(dzdz′dz)

≤ a + 2ε

a + b + 4ε

∫
Rd×Rd

τ

(
z − z′

a + 2ε

)
µ′(dzdz′)

+
b + 2ε

a + b + 4ε

∫
Rd×Rd

τ

(
z′ − z′′

b + 2ε

)
ν ′(dz′dz′′)

≤ 1,

où la dernière inégalité provient des équations (5.15) et (5.18). On a ainsi
montré que

dOW (P, T ) ≤ a + b + 4ε soit

dOW (P, T ) ≤ dOW (P, Q) + dOW (Q, T ) + 6ε.

L’inégalité triangulaire est ensuite obtenue en faisant tendre ε vers zéro.
• Reste à prouver que dOW (P, Q) = 0 implique P = Q. Considérons pour cela
la métrique de Wasserstein habituelle :

W (P, Q) = inf

{∫
Rd×Rd

|z − z′|η(dzdz′), η ∈ M(P, Q)

}
.

Alors W (P, Q) ≤ dOW (P, Q). En effet, |z| ≤ τ(z) par suite∫
τ

(
z − z′

a

)
η(dzdz′) ≤ 1 ⇒

∫
|z − z′|η(dzdz′) ≤ a.

Ainsi, dOW (P, Q) = 0 implique que W (P, Q) = 0 et comme W est une métrique,
cela entraine P = Q et le lemme 5.1 est démontré. 2
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Conclusion

Nous avons, durant cette thèse, abordé l’étude des grandes déviations as-
sociées à certaines mesures empiriques :

la probabilité empirique 1
n

n∑
i=1

δZi
,

La mesure MEM 1
n

n∑
i=1

Ziδxi
,

quand les variables aléatoires sous-jacentes sont indépendantes, en général iden-
tiquement distribuées, et possèdent quelques moments exponentiels :

Eeα|Z| < ∞ pour un α > 0.

Cette étude a été motivée par la grande variété d’applications associées à ces
modèles (principe de conditionnement de Gibbs, résultats de convergence via
la méthode du Maximum d’entropie en moyenne, grandes déviations pour les
processus, etc.). Une autre motivation, d’ordre plus technique, a résidé dans
le fait que les outils habituels pour établir les bornes inférieures des principes
de grandes déviations (changement de probabilité exponentielle, théorème de
Gärtner-Ellis) n’étaient, en général, pas “transposables” à ce contexte.

Dans le cas de la probabilité empirique, nous avons établi un principe de
grandes déviations (chapitre 1) et la fonction de taux a été identifiée grâce a
l’introduction d’espaces d’Orlicz adaptés. Nous avons également établi un prin-
cipe de grandes déviations pour la mesure MEM (chapitres 3, 4). La fonction
de taux a été identifiée dans un cas multidimensionnel et a fait apparâıtre un
terme que l’on appelle contribution singulière et dont l’existence a été mise en
évidence par Lynch et Sethuraman [39] dans le cas de processus de Lévy.

Ces résultats nous ont permis d’étendre les conditions d’application du prin-
cipe de conditionnement de Gibbs (chapitre 2) ainsi que certains résultats de
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grandes déviations pour des processus empiriques (chapitre 4).

La dernière partie de cette thèse a été consacrée à l’étude des grandes
déviations de la moyenne empirique pondérée :

1

n

n∑
i=1

f(xi)Zi,

dans le cas où les variables Zi ne sont plus indépendantes et identiquement dis-
tribuées (chapitre 5). Celles-ci restent indépendantes, mais la loi de Zi dépend
de xi. Cette dépendance vis-à-vis de xi a été clairement formulée via l’introduc-
tion d’une distance ad hoc (distance d’Orlicz-Wasserstein). Enfin, le principe de
grandes déviations a été établi mais la fonction de taux n’a pas été clairement
identifiée et son expression demeure abstraite.

Perspectives

Autour du principe de conditionnement de Gibbs. Nous avons vu au
chapitre 2 que lorsque f n’a que quelques moments exponentiels :

∃α > 0, Eeα|f(Y )| < ∞,

il existe des cas où on ne sait rien dire sur le comportement de

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ],

si ce n’est qu’on sait que la convergence

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
f dν∗,

n’a pas lieu (on pourra se reporter au bilan du chapitre 2, page 58). Nous
pensons néanmoins qu’il est possible qu’un terme apparaisse dans la conver-
gence :

E[f(Y1)|LY
n ∈ Aδ] →

∫
f dν∗, +

∫
S
〈f, `s〉Q( d`s),

où Q est une espèce de distribution de probabilité sur l’ensemble des formes
singulières S. En quelque sorte, Q serait une probabilité limite qui pondèrerait
chacune des contributions 〈f, `s〉 à l’aune de son importance dans le phénomène
limite.

C’est un problème intéressant mais qui nous semble vraiment difficile et qui
mériterait d’être sérieusement motivé par des exemples venus de la mécanique
statistique ou d’ailleurs.
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Grandes déviations pour la mesure MEM en dimension infinie. Il
semble intéressant, pour certains problèmes statistiques, de considérer les grandes
déviations de la mesure MEM 1

n

∑
Ziδxi

dans le cas où les Zi sont à valeurs dans
un espace de dimension infinie et n’ont que quelques moments exponentiels :

∃α > 0, Eeα‖Z‖ < ∞

Nous pensons que la méthode développée au chapitre 3 pour établir le PGD
est susceptible d’être généralisée à ce cadre, le principal problème consistant à
étudier la tension exponentielle du modèle. Cette tension exponentielle, contrai-
rement au cas fini-dimensionnel, n’est pas automatiquement acquise.

D’autre part, l’existence d’un papier de Rockafellar [47] généralisant cer-
taines égalités duales à un cadre infini-dimensionnel nous rend optimiste sur
l’identification de la fonction de taux.

Grandes déviations dans le cas non identiquement distribué. Le pre-
mier problème en suspens est l’identification complète de la fonction de taux.
C’est un problème qui nous semble assez difficile. Cette identification permet-
trait quasi-immédiatement, via la technique de la limite projective, d’obtenir
les grandes déviations pour la mesure MEM dans un cadre d’indépendance
mais où il n’y a plus equi-distribution, ainsi que les grandes déviations de cer-
tains processus (du type de la marche aléatoire de Mogul’skii) à accroissement
indépendants mais pas stationnaires.

Plus généralement, il semblerait très intéressant de formaliser, en poursui-
vant les idées développées au chapitre 5, les variations des lois associées à deux
incréments successifs d’un processus à accroissements indépendants. Cela per-
mettrait d’envisager l’étude systématique des grandes déviations associées à
des processus à accroissements indépendants, ou de différents statistiques as-
sociées (on pourra se référer aux travaux de Djellout et al. [21] pour l’étude des
grandes déviations d’une statistique associée à un processus à accroissements
indépendants en l’absence de tous les moments exponentiels).
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Annexe A

Un exemple de non-escarpement
et autres propriétés

On consigne dans cette annexe des propriétés liées à la mesure de probabilité

P ( dz) = c
e−z

1 + z3
dz. z ≥ 0.

Cette probabilité présente l’intérêt d’avoir une log-Laplace non-escarpée. C’est
par conséquent une source de modèles simples ne satisfaisant pas les hypothèses
du théorème de Gärtner-Ellis, ou plus généralement pour lesquels la tech-
nique de changement de probabilité exponentielle (cf. l’introduction) pour
l’établissement de la minoration du PGD ne marche pas.

Cette probabilité nous a servi au chapitre 1 pour exhiber des projections de
Csiszár généralisées. Nous avons illustré au chapitre 2, via cette probabilité,
un principe de conditionnement de Gibbs dans le cas où l’hypothèse de loi des
Grands Nombres sous-jacente n’était pas vérifiée. Une variante de la probabi-
lité P est à l’origine des contre-exemples du chapitre 3. Enfin, cette probabilité
apparâıt lors d’exemples au chapitre 4.

Proposition A.1 1. (non-escarpement) La fonction

Λ(λ) = log

∫
[0,∞)

c eλz e−z

1 + z3
dz

n’est pas escarpée.

2. (linéarité de la fonction de taux) Pour z assez grand, la conjuguée
convexe Λ∗(z) = supλ∈R{λz − Λ(λ)} est linéaire :

Λ∗(z) = Λ∗(z∗) + z − z∗,
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Fig. A.1 – log-Laplace associée à P

où z∗ = Λ′(1).

Preuve. Voir Dembo-Zeitouni, exercice 2.3.17. 2

Proposition A.2 (PGD pour une particule) Soit Z une variable aléatoire
de loi P , alors Z

n
satisfait un PGD de bonne fonction de taux :

δ∗(z) =

{
z si z ≥ 0,
+∞ sinon.

.

Preuve. La majoration ne pose pas de problèmes. Etablissons la minoration.

P

{
Z

n
∈ (z − ε, z + ε)

}
=

∫ n(x+ε)

n(z−ε)

c
e−u

1 + u3
du

≥
∫ n(x+ε/k)

n(z−ε/k)

c
e−u

1 + u3
du

≥ c
e−n(z+ε/k)

1 + n3(x + ε/k)3
2n(ε/k).

Soit

lim inf
n→∞

1

n
P

{
Z

n
∈ (z − ε, z + ε)

}
≥ −(z − ε/k).

Comme l’inégalité précédente est valable pour tout k, il suffit de faire tendre
k vers l’infini pour conclure. 2

La proposition précédente met en lumière le fait que le comportement d’une
particule importe dans le cas où la variable considérée n’a pas tous ses moments
exponentiels. Bercu, Gamboa et Rouault ont mis en évidence un phénomène
similaire dans [6] (théorème 1 et lemme 6).
Pour illustrer cette remarque, on établit ci-dessous la borne inférieure as-
sociée au PGD d’une moyenne empirique lorsque la famille (Zi) est i.i.d. et
P -distribuée.

Proposition A.3 Soit (Zi) une famille de variables aléatoires i.i.d. et P -
distribuée. Soit z > z∗ = Λ′(1). Alors,

lim inf
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n∑
i=1

Zi ∈ [z − ε, z + ε]

}
≥ −Λ∗(z)
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L’intérêt réside “au-delà” de z∗, où on ne peut plus effectuer un changement
de probabilité exponentielle.
Preuve. Remarquons dans un premier temps que

n(z − z∗)− nε/2 ≤ Zn ≤ n(z − z∗) + nε/2,

nz∗ − nε/2 ≤
n∑

i=1

Zi ≤ nz∗ + nε/2,

Par conséquent,

{Xn/n ∈ [z − z∗ − ε/2, z − z∗ + ε/2]} ∩

{
1

n

n−1∑
1

Zi ∈ [z∗ − ε/2, z∗ + ε/2]

}

⊂

{
1

n

n∑
1

Zi ∈ [z − ε, z + ε]

}
. (A.1)

Du fait que z∗ = Λ′(1), on peut appliquer la technique de changement de
probabilité exponentielle à 1

n

∑n−1
1 Zi autour de z∗ (même calcul que dans

l’introduction) :

lim inf
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n−1∑
1

Zi ∈ [z∗ − ε/2, z∗ + ε/2]

}
≥ −Λ∗(z∗).

D’autre part, du fait que Zn

n
satisfait un PGD (Proposition A.2), on a :

lim inf
n→∞

1

n
log P {Xn/n ∈ [z − z∗ − ε/2, z − z∗ + ε/2]} ≥ −(z − z∗)

Enfin, on conclut en utilisant l’inclusion (A.1) et la linéarité de la fonction de
taux (Proposition A.1) :

lim inf
n→∞

1

n
log P

{
1

n

n∑
1

Zi ∈ [z − ε, z + ε]

}
≥ −(Λ∗(z∗) + z − z∗) = −Λ∗(z).

2

Tout se passe comme si la moyenne 1
n

∑n−1
1 Zi réalisait une grande déviation

autour de z∗ et une particule Zn réalisait un “grand saut” de l’ordre de n(z−z∗).
Ce calcul nous a été inspiré par les résultats de Vinogradov [56, 57] concernant
les grandes déviations précises. Celui-ci a démontré dans ([57], chap. 5) que
si la suite de variables aléatoires réelles et i.i.d. (Zn)n∈N a une fonction de
répartition satisfaisant

1− F (x) = Ca e−z0 xx−a + o(e−z0 xx−s),
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où a > 3 et s > a + 1, alors,

P

{
1

n

n∑
1

Zi > u− u0

}
∼ n P

{
Z1

n
> u− u0

}
e−(n−1)Λ∗(u0),

où u0 = Λ′(z0) et u > u0.


