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TD 5 de Mathématiques
Transformée de Fourier (3) et Espaces de Hilbert

Exercice 1

Soit z(s,t) une fonction de L!'(R?) dont on note Z(s, f) la transformée de Fourier
par rapport a la variable ¢.

On fait les hypotheses suivantes :

- aé est deux fé)%s différentiable
— 8—f(s,t) et a—tf(s,t) sont dans L!(R?)

. Ox
- |t1|£noo E(s, t)=0.

ox . :
De plus, on suppose que — (s, t) a pour transformée de Fourier (toujours par rapport

0s

0 0
a la variable t) a—x(s, f). (Cette propriété est facile a vérifier si t — \a—x(s,tﬂ est
s s
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majorée par une fonction ¢(¢) sommable.)
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1. Quelle est la transformée de Fourier (par rapport a t) de —(s,t)?

ot?

2. Résoudre I'équation de la chaleur :

Ox 0%z
sty =K2L KeR:
85 (S7t) 8t2 (S7t)7 6 —+

pour s > 0, sachant que z(0,t) = y(t).

Exercice 11
Soit H un espace préhilbertien complexe.

1. Montrer I’égalité du parallélogramme :
Vz,y) € £, e —yl* +llz +ylI* = 20=l* + [ly]]*) -

2. En déduire I'égalité de la médiane :

1
V(a,b,c) € HY,  la = bl + la—c|* = 2]la = m|* + S [|b = |

ot m est le milieu du segment [b, c|.



Exercice 111
Soit H un espace préhilbertien complexe et (z,y) € H>.
On considere la fonction

f:C—R
A — ||z — Ay|]? .
1. Développer 'expression de f(A).

2. On suppose que y # 0 et on pose

A= v
Iyl

Quelle est I'inégalité obtenue ? Cette inégalité reste-t-elle valable quand y = 07

3. En déduire la condition d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.



