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Exercices d’application directe du cours

Exercice 1

1. On vérifie que la matrice nulle appartient & S,, et que pour tout (a, 3) € R? et tout (4, B) €
(Sn)?, (@A + BB)T = aA+ BB € S,. S, est donc un s.e.v. de I'espace des matrices réelles
de dimension n x n. Une base de S, est formée des matrices (Ei’j)lgigjgn telles que, pour

tout (i,45) € {1,...,n}? avec i < j, E% = (ei’ﬁ)lgkgn,glgn ol

ij _ { L si (k1) = (i,5) ou (k, 1) = (j,9)

e = .
kil 0 sinon.

En décomptant le nombre d’éléments de la base, on voit que S, est un e.v. de dimension
n(n+1)/2.
2. Pour tout (4, B) € (S,,)?, notons A = (ak1)1<k<n,1<i<n € B = (bg1)1<k<n,1<i<n. Par calcul
immédiat
n n
tr(AB) = tr(AB") = ) " ag by, (1)
k=11=1
On reconnalit ainsi 'expression d’un produit scalaire euclidien classique. Dans la suite, on
notera (A, B) = tr(AB).
3. Rappelons que S, est '’ensemble des matrices A de S,, telles que, pour tout x € R,

T Ax > 0.
Quel que soit A € ST, on a donc, pour tout a > 0,
Vo € R", 2T (aA)r = axT Ax >0
ce qui montre que a4 € S;F. Par ailleurs, pour tout (4, B) € (S,5)? et tout a € [0, 1],
Vo € R", 2T (@A +(1—-a)B)z = oz’ Az + (1 — o)z’ Bz >0

ce qui montre que oA + (1 — a)B € S;. On en déduit que S;" est un coéne convexe dont le
sommet est la matrice nulle.
Considérons maintenant une suite (A4;);en d’élements de S, qui converge vers A € S,,. Ceci
signifie que ||4; — A|]] — 0 quand i — oo ou ||.|| est la norme associée au produit scalaire
précédent :

VB €S,  ||B|=(tr(B?)Y2

On a alors, par continuité du produit scalaire : pour tout z € R",

T Ajr = tr(Ajza”) = (A, 22T) > 0 —— (A, z2T) = 2T Az
71— 00

ce qui implique que 27 Az > 0 et que A € S;. Ceci permet de conclure que S est un céne
fermé convexe.



4. Pour tout & € X, on peut écrire f(z) = Az + b ot A est un opérateur linéaire de X vers YV’
etbeY.
On a
fC)={yeY [ 3weCy=f(r)}
Pour tout (y1,y2) € f(C)? et tout a € [0, 1], il existe (z1,22) € C? tels que y; = f(x1) et
y2 = f(z2). On a donc

ay1+(1—a)ys = a(Az; +0)+(1—a)(Aze +b) = A(azi+ (1 —a)ze)+b = fax;+ (1—a)xs).

C ayant été supposé convexe, axq+ (1 —a)xq € C et, par conséquent, ay; + (1 —a)y2 € f(C).
Par ailleurs,

fUD)={re X | f(x) e D}.
Pour tout (z1,z2) € f~1(D)? et tout « € [0, 1],

flazy + (1 — @)zs) = a(Azy +b) + (1 — a)(Azs +b) = af(z1) + (1 — a) f(z2).

D étant convexe et (f(x1), f(x2)) € D?, on a af(x1) + (1 — a)f(z2) € D, ce qui permet
d’affirmer que az; + (1 — a)xe € f~1(D). Il a ainsi été démontré que f~1(D) est convexe.

5. Définissons l'application f de R? vers S,, qui, & tout © = (x1,...,xp), associe f(z) = B —
>, x;A;. Cette application est affine. Par ailleurs, 'ensemble considéré s’écrit

{zx e R? | f(x) = 0}.

Il ’agit donc de f~1(S;7). On déduit des résultats des questions 3 et 5 que cet ensemble est
convexe. S’agissant de 'image réciproque d’un fermé par une application continue, on peut
affirmer qu’il s’agit d’'un convexe fermé.

Exercice 2

1. Remarquons tout d’abord que || - || est bien définie sur X puisque, si x est continue sur [a, b],
elle est absolument intégrable sur cet intervalle. Il s’agit clairement d’une application de X
vers R.

Il nous reste a vérifier les propriétés d’une norme qui, dans ce cas, apparaissent comme des
conséquences immédiates de celles de la valeur absolue et de 'intégrale.

(a) VAeER, Vz € X,

b b
el = [ xa@]de =] [ le(o]de = N o]

(b) V(z,y) € X2,

b b b b
ety = / () (1)| dt < / (le(t) [ +ly (b)) dt = / (1)) dt-+ / lw(®)] dt = ] +]ly]l
(c) Vz e X,
b
el =0 & / ()| dt =0,

ce qui signifie que z est presque partout nulle sur [a, b] et la continuité de = permet alors
d’affirmer qu’elle est nulle sur tout 'intervalle.
2. Pour montrer que X muni de cette norme n’est pas complet il suffit de trouver une suite de
Cauchy de cet espace qui ne converge pas. Considérons la suite (z,)nen de fonctions affines
par morceau définies par

b
0 SiaStS—a;r )
2(n+1 a+b . a+b b—a
Vn € NVt € [a,b], x,(t) = (b—a)(t_ 2 ) si0<t-— 5 <2(n—|—1)7
1 gotb, bma
2 T 2mn+1) = T



Il s’agit de fonctions de X (i.e. continues sur [a, b]).

Montrons que (x,,)nen est une suite de Cauchy de X. Pour cela, pour tout (n,m) € N? avec
m > n, calculons

b
|Tm — zall = / T () — 2, (1) dt.

En raisonnant sur les graphes des fonctions z,, et z,,, on trouve par un calcul élémentaire

d’aire :
e — ol = O (L L)
m i 4 n+l m+1/

On voit ainsi que

[Zm — Zn|| ———0,
n,Mm— 00

ce qui est la caractéristique d’une suite de Cauchy.
Si 'on considere maintenant la fonction y définie par

0 sia§t§a+bv
Vt € [a,b], y(t)= ) sia+b<t§b7
on a
||xn—y||:%'

Par conséquent, si (2, )nen convergeait dans X vers une limite 2, on aurait
lim ||z, —yl| = [Jzec —yll = 0.
n—oo

Les fonctions x., et y étant continues sur [a, (a + b)/2[ et |(a + b)/2,b], elles seraient donc
égales sur ces intervalles. Ceci contredit évidemment ’hypothese de continuité de z,, en

(a+1b)/2.



