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RESUME :

Nous introduisons une famille d'algorithmesadaptatifs permettant!'utilisation de réseauxde
neurones comme filtres adaptatifs non lin€aires, systemes susceptibles de appientissagpermaner
a partir d'un nombre éventuellement infini d'exemples présentés dans udétedneiné Cesalgorithmes
fondéssur destechniquesd'évaluationdu gradientd'une fonction de co(t, s'inscriventdans un cadre
différent de celui de I'apprentissagéclassique"des réseauxde neurones,qui est habituellementnon
adaptatif.

[. INTRODUCTION

Le présent article, ainsju'un article publié précédemmeritl], entrentdansle cadred'un effort de
clarification des relations conceptuellequi existententre I'apprentissageles réseauxde neuroneset
l'adaptationdes filtres ; I'approcheque nous décrivonsici nous permet d'introduire une famille de
nouveaux algorithmes adaptatifs pour l'apprentissagedes réseaux de neuronesformels, qui sont
susceptibles de trouver des applications originales en filtrage adaptatif non linéaire.

Un réseaude neuronesformels est un ensemblede cellulesnon linéaires élémentairesnterconnectée
Chaqgueconnexionestcaractérisé@ar un coefficientou poids synaptique.et le comportementiu résea
dépendessentiellementles valeursde ces poids ; I'apprentissageest I'opérationpar laquelle les poids
synaptiques sont calculés de telle manierelgsgstemeréalisebien la fonction qu'on attendde lui. Dans
tout ce qui suit, nous nous placons dansadred'un apprentissagau coursduquelon cherchea calculel
les poids de maniére a satisfaire a un critere qui fait intervenir la différence entre la dépassauet une
réponsedésiréell a étéprouvéque les réseauxde neuronedormels sont des approximateursiniversel:
[2], en ce sensquetoutefonction multivariable non linéaire suffisammentréguliere peut étre approchée
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avecune précisionfixée, par un réseaude neuronespourvu que celui-ci possedaine architectureet une

taille appropriéeset qu'il soit soumisa un apprentissagefficace ; ces deux points - architectureet
apprentissage sont essentielslans toute recherchesur les réseauxde neurones.Dans la mesureou
I'approximation de fonctions et l'identification de signaux ou de systeéomtau coeurdespréoccupatior
du filtrage adaptatifet de celles de la commandeadaptative,l estnaturelde cherchera évaluerl'apport
potentiel des réseaux de neurones dans ces domaines, notamment pour la réalisation d'dpétatiga
non linéaire en traitement du signal.

Le cadre conceptueldans lequel nous nous placons est trés différent du cadre "classique
d'apprentissage et d'utilisation des réseaux de neurones ; dans le disteiclassification,par exemple
I'apprentissagest effectuéde maniérenon adaptative puisque I'ensembled'apprentissagest connu a
I'avance, de taille finie, et qu®rdre de présentatiordesexemplesestarbitraire; unefois I'apprentissac
terminé,le réseaude neuroneestmuni descoefficientscalculésdurantla phased'apprentissagest il est
utilisé sans modification de ces coefficients. Bien entendu, il est possible de traiter des signaux ter
maniére non adaptative : c'est ce qui a été fait dans la plupart des recherches concernant la reconi
la parole padesréseauxde neuronesainsi quela prédictionde sériestemporellespar cesréseauxC'es
ainsi gu'ont étéintroduitsles "Time Delay NeuralNetworks" (TDNN), qui ont une architecturede filtres
transverses nolinéairesmis en cascadeultilisés, par exemple pour la reconnaissancée phonemeg3] ;
leur apprentissage n'est pas adaptatif.

Nous désignongar réseaude neuronesadaptatif un réseaude neuronesdont l'apprentissageest
effectuéen permanencependantson utilisation : ainsi, un prédicteurde parole recoit en permanenceain
signal de parole échantillonné, et doit s'adaptgregmanenceaux caractéristiquedu signal, lesquellese
sont pas connues a l'avance et peuvent varier au dotesnps.L'apprentissagestdonc effectuéa partir
d'un ensemblede données gventuellementnfini, dont I'ordre de présentatiorestimposépar la nature
temporelledes informationstraitées. Dans cette optique, nous montrons que les réseauxde neurone
adaptatifsne sont pas autre choseque desfiltres adaptatifsnon linéaires,qui peuventétre non bouclé
(filtres transversespu bouclés(filtres récursifs).ll y a eu trés peu d'étudesconcernantdes réseauxde
neuronesadaptatifsnousmontrons,dansle présentarticle, queles algorithmesproposégusqu'a présen
sont des cas particuliers des algorithmes généraux que nous introduisons ici .

Dans une premiére partie, nous rappelons quelques définitions concerfiiredesdaptatifs et montron:
qu'un filtre adaptatif linéaire, transverse ou récursif, peut étre considéré conmmeranelinéaire unique
Bien entendu, les réseade neurones'offrent aucunapportspécifiguedansle cadredu filtrage linéaire
saufdansun casparticulier étudié en détail dans[1]. Nous abordonsensuiteles deux points essentiel
mentionnésplus haut : architectureet apprentissageNous montronstout d'abord qu'il est possible
d'utiliser desréseauxde neuronesommedesfiltres non linéaires,transversegréseauxnon bouclés)ou
récursifs (réseauxbouclés), et nous introduisonsla notion de forme canoniqued'un réseau.Nous
proposonsensuite,dansun cadretrés général,des algorithmesd'apprentissagadaptatifsoriginaux, et
nousmontronsles relationsqui existententre ces nouveauxalgorithmesd'une part, et, d'autre part, les
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algorithmesutilisés classiquementen filtrage, ainsi que les algorithmesadaptatifsd'apprentissage&les

réseaux de neurones qui ont été proposeés par d'autres auteurs.

[I. LES FILTRES ADAPTATIFS

A unesuitede donnéedd'entrée,ordonnéeslansle temps, {u(0), u(1), u(2), ... ,u(n), ...}, unfiltre
fait correspondre une suite de données de soit®,{y(1), y(2), ... ,y(n), ....}. Selonle type de relatior
établieentrecesdeuxsuites,on distingueles filtres transverse®u récursifs, linéairesou non linéaires
Dans le cas d'un filtre linéaire transverse de mémoire M, la gMl}ie'écrit a chaque instamt

y(n) = CTU(n), (11.1)
avec

U(n) = [u(n), u(n = 1), ...,u(n =M + )] (11.2)
etC = [co, C1, ... ,CMm - 1]

Dans le cas d'un filtre linéaire récursif, la soyfi® est déterminée par la relation

y(n) = C"X(n), (11.3)
avec

X(n) = [u(n), u(n = 1), ...,u(n =M + 1),y(n — 1), ...,y(n =N)] " (I1.4)

Le vecteurC = [cg, C1, ... ,CM - 1, CM, --- ,CM + N — 1] des coefficients du filtre est donc de dimensib
+ N, M etN désignant respectivement les dimensions des parties transverse et récursive du filtre.

La tacheque doit réaliserun filtre, et donc la valeur des coefficientsde ce filtre, sont définis par un
critere d'optimisation. Si les coefficients sont remis a joygermanencependant'utilisation du filtre, en
fonction de chaque nouvelle information disponible a son entrée, celui-ci est dit adaptatif.

La plupart des filtres adaptatifs actuels dimdtaires lls peuvent donc étnmal adaptésa la modélisatiol
de systemes non linéaires, a la détection de signauxl'@stimationde signauxnon gaussiensPlusieur:
solutions ont été proposées pour tenter d'introduire des non linéarités dans le traitement du signal
généralisation des filtres linéaires a des filtres polynomiaux (Volterra) [4], fonctions de base radiale

Dans cet article, nous montrons que les réseamedmnesonstituentune nouvellefamille de filtres non
linéaires, transverses ou récursifs, et nous introduisons des algorithmes d'adaptation de ces filtre
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I1l. LES RESEAUX DE NEURONES UTILISES COMME FILTRES NON LINEAIRES

111.1 Modele de neurone formel

Un neurone formel est une cellule élémentairealeul dont la structureestdonnéepar la Figure1. On
appelle sortie du neuronéa quantité

z =fi(v) , (1.1)
et potentiel du neurone la quantité

v, = Z G2 (111.2)

10P;

ou {c;} estl'ensembledes poids synaptiquegou des connexions){z} estl'ensembledes entréesdu
neurone etf, estunefonction non linéaire dite "fonction d'activation”.P; estl'ensembledes indices des
entrées du neurone La fonctionf; peut étre quelconque ; cependant, les autdilisent généralementes

fonctions impaires, croissantes, telles que des fonctions signe ou sigmoide. On suppotesalitagse
f, est dérivable et bornée.

Il estclair qu'un filtre tranverseobéissant la relation(ll.1) peutétreréalisépar un "neuronelinéaire”
unique {=identité), possédai entrées dont les valeurs a l'instasont {u(n), un—1), ..., un—-M +
1)}, et dont la sortie es{n). On remarque également qu'un filtre récuokiéissant la relation(11.3) peut
étre considéré comme un "neurone linéaire" unique, compbftantrées externesifn), u(n — 1), ..., u(n
—M + 1)}, etN entrées de bouclage(p-1), ..., y(n —N)}.

Pour réaliser des fonctions plus complexes de filtraggelinéaire, il estnatureld'envisaget'utilisation
d'un réseaude neuronedormels, c'est-a-dired'un ensemblede cellules élémentairesiéfinies ci-dessus
connectéeentreelles: un neurone recoit desinformations{z} en provenanced'autresneuroneset/ou
d'entréesexternesdu réseaul 'architecturedu réseawdéfinit une relation entreles entréesexterneset la
sortie: les réseauxnon boucléspermettentle réaliserdesfiltres transversesion linéaires, et les réseau:
bouclés permettent de réaliser des filtres récursifs non linéaires.

I11.2 Réseaux de neurones non bouclés utilisés comme filtres transverses

Dans un réseau non bouclé, I'information circule uniguement des entrées du réssasorées il n'y
a pas de boucle de retolun réseawnon bouclédont les entréesa l'instantn sontles valeurssuccessive
u(n), uin—-1), ..., u(n — M + 1) peutalors étre considérécommeun filtre transversenon linéairedont la
sortie a l'instanh obéit a la relation :



5
y(n) = d(u(n), u(n — 1), ...,u(n =M + 1)) (111.3)

ou @ représentda fonction non linéaire globalementéaliséepar le réseau.On voit apparaitreclairemen
l'intérét potentiel deseéseauxde neuronedormels pour réaliserdesopérationgde filtrage, dansla mesure
ou un réseau de neurones peut, au moins en principe, approcher par apprentissage n'importe que
non linéaire suffisamment réguliére.

L'architecture la plus générale d'un réseau de neuttifisé commefiltre transverseestcelled'un réseal
completement connecté (Figure 2). L'évolution d'un tel réseau, compremzuntonesM entréesexterne:

et une sortie, dont le résultatglobal est exprimé par (111.3), est régie a l'instant n par les équation:
suivantes :

z(n)=u(n—-i+1); i=1,..,M,

z(n) = fi(vi(n)) ,

vi(n) = ZCij,z,-(n) ;o I=EM+1, ... M+v,

i<
y(n) =2zy.,(n) . (111.4)

Les entrées externesl les sortiesdesneuronesnt étéindifferemmentappelées (n) et sontdiscernable

par leurs indices. En I'absence de contrainte particudigrkamplitudedu signalde sortie du systemeon
choisit pourfy, , , la fonction identité.

L'architecture d'un réseau non boudésta dire la topologiedesconnexions peutétre complétemer
ou partiellement imposée a priori par le problénteider : celui-ci imposeen effet la suite desvaleursdes
signauxd'entréeet celle dessortiesdésiréeset, de surcroit, les connaissancea priori sur le probleme
peuvent donner des indications qui permettent de concevoir une architecture de résseaphde®i cette
architecturecomportedes retards[6], il est toujours possiblede représentelle réseausous la forme
canonique (Il1.3). Le passage d'une structure de réseau non bouclé quelconque acanfonigeegt en
particulier la détermination de la tailM de la mémoire,sontdétaillésdans[7]. Parexemple,l arrive que
certainesapplicationsen traitementdu signal[8, 9] imposentdesstructuresde plusieursfiltres adaptatif:
mis en cascade ; l'optimisation conjointe de tous ces systéemes aagiscadgeutalors étre envisagéela
représentatiord'une cascadele filtres transversedinéairesou non linéairespar un réseaunon bouclé
multicoucheest étudiéedans[1] et ne serapasrepriseici. Remarquonsimplementqu'une cascadede
filtres transverses n'a d'intérét que si les filtres sont non linéaires ou bien si le priofb&sea structure
en cascade. Dans le cas contraire, des filtméairesmis en cascad€ou réseauinéaire multicouche)sans
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gue cela soit imposé par le probleragissensimplementcommeun seulfiltre linéaire (ou réseauinéaire

monocouche) adaptatif d'ordre plus élevé.

Si I'on ne dispose d'aucune connaissance a priola stnucturea imposerau réseaupn peututiliser une
architecture de réseau non bouclé complétement connecté du type de celui de la Figure 2.

I11.3 Réseaux de neurones bouclés utilisés comme filtres récursifs

Lesfiltres récursifsont étéintroduits pour deux raisonsessentielles (i) la récursivitéconfereau filtre
une mémoire infinie avec un nomtmei de coefficients; (i) pour modéliserdessystémesécursifs,il est
naturel d'introduire desfiltres récursifs. Ces deux mémesraisonsjustifient I'utilisation de réseauxde
neurones bouclés.

Les réseauxle neuronesouclésont été largementétudiésen tant que mémoiresassociatives dansce
cadre,le réseawestconsiderécommeun systemedynamiquenon linéaire,dont les attracteurssont mis a
profit pour retrouverdes informationsmémoriséegpendantl'apprentissageDans cet article, nous nous
placonsdansun contextecompletementlifférent : le réseaun'a aucuneraison,en général,d'atteindreun
état d'équilibre ou un cycle limite.

Représentationanoniquad'un réseawde neuronesouclé

Comme dans le cas des réseaar bouclés,il estcommoded'introduire une représentatiowanoniqut
de n'importe quel réseau bouclé dont l'architecture a pu étre imposée préalabletegaropymea traiter
[6]. La dynamique d'un réseau bouclé peut étre décrite par une équation aux différences, djargreu
étreexpriméesousla forme de N équationsaux différencesdu premierordre mettanten jeu, outre les M
entrées externebl variables, diteyariablesd'état. Par conséquenttout réseaubouclépeut étre mis sous
une forme canonique [7], constituée

- d'un réseau non bouatdnt les sortiesa l'instantn sontcomposéesle la sortie du réseauboucléet des
sorties d'un nombri de neurones dits neurones d'état,

- et de N bouclages,de retard unité, reliant les sorties des neuronesd'état aux entréesd'éta
correspondantes.

L'évolution du réseau bouclé est déterminée par les équations d'état suivantes :
y(n) = W[X(n), Un)],

X(n + 1) =¢[X(n), U()] (I11.5)
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ou U(n) est le vecteur ded derniéres valeurs successives de l'entrée exteztié(n) est levecteurd'état

La sortie du réseau peétre aussiune variabled'état. Dansla suite, nousnouslimiteronsau casou I'état
est constitué de la sortie a l'instanét de sesN — 1 valeursprécédenteg(Figure 3) ce qui correspondau
modéleNARMAX [10]. Lesvaleursdesentréesexternesiu réseauet des sortiesdes neuronessont les
suivantes :

- i=1, ... ,M; z(n) : valeurs des entrées externes,
-i=M+1, ..., M+N;z(n) : valeurs des composantes de |'&(@) a I'entrée du réseau,
-i=M+N+1, ... M+N+v-1;7(n): valeurs des sorties des neurones cachés,

-i=M+N+v,.. M+ 2N+v-1;z(n): valeurs des composantes de |'&(@t+1) en sortiedu réseal
(la sortiezy , v+, (N) du systeme global est la premiere variable d'état).

Avec cesnotations,le systemed'équations(l11.5), qui décrit I'évolution du réseaureprésentésur la
figure 3, s'écrit

z(n)=u(n—-i+1); i=1,..,M,
Zvsi(N) =Zyinsveia(n=1) i=1,...,N, (11.6)
Zuinsvei(N)=29(n) i=1,... ,N=1, (N.7)

z(n) = fi(v(n)) ,

vi(n)) = z c,z(n) ; i=M+N+1, ... ,M+N+v. (111.8)

j<i
Notons que la sortie du réseau a l'instaest

y(n) = 2Zy o n+v(N) (11.9)

Cette écriture est conforme aux équations d'état (l11.5), ou le vetégatX(n) estcomposédesvariable:
Zy - 1(nN)=y(n-1) &z, . n (N)=y(n-N), ou le vecteurd'étata l'instant suivantX(n + 1) est composédes
variables zy, , n+,(N) & Zy . on+ v -1(N), OU le vecteurdesentréesexternedJ(n) estcomposédesvariable:
z(n)=u(n) a z, (N)=u(n-M+1), et enfin oud et Y sont dedonctionsnon linéairesqui dépendené la fois
desfonctionsd'activationdesneuroned; et descoefficientsc; . Remarquongjue les neuronesd'état, a
I'exception du neurone de sortie, ne calculent pas leurs valews, . 1(N) & zy : on + v 1(N) : ils nefont
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que transmettre ces valeurs suivant (l11.7) ; grace a ces notatioagdathmesd'apprentissagmtroduits

dans le paragraphe IV peuvent étre présentés, et réalisés en logiciel, de maniére complétement m

Si I'on ne disposea priori d'aucuneinformation sur la structurea adopter, il faut alors considére
directemente réseaue plus généralpossible.Le nombre v de neuronesjes valeursde M et N sonta
déterminer en fonction dprobleme Différentesarchitectureont été considéréeslansla littératuresur les
réseaux de neurones [11, 12, 13], mais elles restreignent souvent le type de foeinfiaqui peuveneétre
réalisées.

IV. APPRENTISSAGE DES RESEAUX DE NEURONES ADAPTATIFS

A I'heure actuelle,l'apprentissagesupervisédes réseauxde neuronesest effectué, généralementgde
maniére non adaptative : I'ensemble d'apprentissage est de taille finie, connu a I'avandistetdosia
phased'apprentissagde la phased'utilisationdu réseau, unefois I'apprentissage¢erminé, le réseauest
utilisé avecles coefficientsobtenusa l'issue de I'apprentissageSi I'on veut modifier la tacheen cours
d'utilisation duréseauafin de prendreen considératiorde nouvellesinformations,il faut arréterla phase
d'utilisation et reprendrda phased'apprentissageOr, pour qu'un réseaude neuroneguisseréaliserdes
opérationge filtrage, il estessentiequ'il puisses'adapteren permanenceé d'éventuelle€volutionsdes
caractéristiques du signal, sans que son fonctionnement ne soit interrompu.

Dansce paragraphenousétablissonsgansun cadre général,des algorithmesd'apprentissagadaptatif:
pour desréseawde neuronedautilisablescommefiltres transversesu récursifs; nous montronsque les
algorithmes adaptatifs proposés précédemment par d'autres auteurs sont des cas partialgienthdes
que nous présentons.

IV.1 Critére d'optimisation

Un réseau deeuroneaitilisé commefiltre fait correspondreé une séquencele donnéeg'entréeu(n),
u(n—1), ..., une séquence de donnéesatéey(n), y(n — 1), .... La tachequ'il doit réaliseresttraduite
par un critere d'optimisation. En principe, chaque application devrait posséderson propre critére :
minimiser le taux d'erreur sur les bits transtors d'une communicatiomumérique maximiserle rappor
signal sur bruit dans le cas d'un filtrage spatial, optimiser un critére d'écoute pour la prédietioardie
etc. Il setrouveque, dansbeaucoum'applications)e critere desmoindrescarrésest courammentutilisé
parce qu'il conduit a des performances intéressantes et a des réalisations relativemenCsionjpézs.est
défini a partir d'une séquenceal'entrée(éventuellemeninfinie) u(n), u(n — 1), ... et d'une séquencale
réponses désirées correspondadfef d(n — 1), ....

Dans le cas ou I'on dispose d'un nombreKinie couples §(m), d(m)}, le criteredesmoindrescarré:
(MC) se traduit par la minimisation de la fonction de colt
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Imc(C) & Z g(m)? (IV.1)
=1

e(m) =d(m) —y(m), (IV.2)

ou C est le vecteur des coefficients a optimiser. C'est ce critére qui est courammentutilisé dans
I'apprentissagsupervisédesréseauxde neurone<lassifieurs. chaquecouple corresponda un exemple
u(m) et a la classe(m) qui lui a été attribuée par le superviseur. Ce critaale sensen classificationque
si la distributiondesclassedansl'univers desformesest figée : les performancesie généralisatiordu
réseau(capacitéa classerdesformesqui n'ont pas été apprisesdurant la phased'apprentissage¥ont
fonction de la représentativité dedsstribution statistiquedesexemplegprésentépar rapporta I'ensembl:
de toutesles formesa classer.Ce criteren'a de sensen filtrage que si les séquencesi(m) et d(m) sont
stationnaires et #{ est suffisamment grand pour représenter la statistique des séquences.

Commenousl'avons mentionnéplus haut, I'apprentissagel'un réseauou d'un filtre reposantsur la
minimisation de la fonction de codt (IV.1) est non adaptatif.

Lorsque l'on désire réaliser mpprentissage permanemn cherche a trouver, a l'instamun ensembléle
coefficientsC(n) tels que I'erreur a l'instant n+1 soit aussi petite que possible, en tenant compte de
I'expériencepasseéec'est-a-diredes propriétésstatistiquesdes signauxd'entréeet des valeurs désirée
correspondantesDansle casou cessignauxsontstationnairesles coefficientsrecherchésont ceux qui
minimisent la fonction

Je(C) é% Z e(m)? (IV.3).

Dans le cas ou les signaux ne sont pas stationnaires, il n'est évidemment pas sotégtabemptede
toute I'expériencepasséepour modifier les coefficientsdu filtre ; pour calculer la modification des

coefficients a l'instant, on peut utiliser la fonction de colt
n

ma X Sy em? (IV.4)

2 -_—
m—n—NC+1

ou N correspond a un intervalle de temps qui est petit devant I'échelle de temps typique de staties
signhaux.

IV.2 Algorithmes adaptatifs fondés sur I'estimation du gradient de la fonction de co(t
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La recherche d'algorithmes adaptatifs obéit essentiellement a trois motivations :

- la recherche analytique du minimum de la fonction de colt (pad)apportaux coefficientsdu filtre est
inextricable pour des systemes non linéaires et/ou bouclés ; il est donc intéressant dewrhalgthme
itératif de recherche de minimum de la fonction de codt ;

- pour limiter la complexitédes calculs et les répartir dansle temps,il estintéressantle concevoirdes
algorithmesrécursifs qui optimisentle systemea l'instantn en fonction de ce qu'il était & un instan
antérieur ;

- dansle casnon stationnaire,l est nécessairal'adapteries coefficients du systeme,en fonction de
I'évolution de I'environnement, au fur et a mesure que l'information arrive.

Les algorithmesutilisés habituellementpour I'apprentissagales réseauxde neuronestiennent compte
essentiellementdes deux premiers points ; le troisieme point, en revanche,est rarement pris en
considérationAinsi, dansun contextede traitementdu signal par un réseaude neurones,un algorithme
seradit adaptatifs'il calcule,aufur et a mesureque le tempscourt, desmodificationsdescoefficientsdu
systemea partir desinformationspassées il estévidemmensouhaitablegue I'algorithmesoit capablede
poursuivre d'éventuels changements des caractéristiques du signal.

Dans sa forme la plus généraliee modification,a I'instantn, du vecteurdescoefficientsdu systéme
est calculée itérativement suivant

AC(n) = Cy(n) — Co(n) (IV.5)
avec

Ck(n) =Ck_1(n) + k- 1Dk —1(n) ; k=1, ... Ky, (IvV.6)
ou K,est le nombre d'itérations réalisées avant de modifier les coeffi¢tigmsut dépendre de Dansla
suite, on ne s'intéressera qu'a l'algorithme du gradient ou

; V.7

C=Ci(n) (V.7)

et ou L _ 1 est une suite de parameétres positifs, a déterminergdépendenta vitessede convergencela
stabilité, les capacités de poursuite de l'algoritHRemarquonsgjue d'autresalgorithmes par exempleles
algorithmesde type "quasi-Newton" reposenggalemensur le calcul du gradientet peuventdonc entrel
dans le cadre de ce qui suit.

Cet algorithme est récursif, car son initialisation, a l'ingiatient comptedescoefficientsdu systemedors
de la derniere modification de ceux-ci :

Co(n) = Ck,_1(N=T) (IV.8)
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ouT est l'intervalle de temps qui sépare deux modifications successives des coefficients.

Lors d'unapprentissagadaptatif,on veut pouvoir remettrea jour les coefficientsmémedansun
cas non stationnaire : il faudrait donc, théoriquement, itérer l'algorithme du gradienK{\fd@$ pour un
mémecouplede donnéed u(n), d(n)}, afin de convergerversle minimum (éventuellementocal) de la
fonction de co0t(n). Ceci correspond au trajetsur la figure 4. Cependantsupposongju'a l'instantn +
1, correspondant aux nouvelles donnégs ¢ 1),d(n + 1)}, la fonctionde coGtI(n + 1) soit treés proche
de I(n) (variationslentesde I'environnement) il n'est pas nécessairal'itérer (IV.6) plusieursfois (voir
trajet 2 sur la figure 4). Par conséquentdans un cas stationnaire,l'algorithme (IV.5)-(1V.8) peut se
réécrire, en posamt, =1, T = 1,Dg(n) =D(n— 1) etCy(n) = C(n)

C(n) = C(n — 1)+ uD(n — 1). (IV.9)

Rappelongjue, dansle casou N¢ = 1 dansla relation (1V.4), cet algorithmeest connu sousle nom de
gradient stochastique.

Si, au contraird(n + 3), par exemple (courbe en pointillé sur la figure 4), est trés différeie €e),
une seule itération de (1V.6) ne suffira pas a passer du minimign €&) auminimumde 1(n + 3) (voir
trajet 3 sur la figure 4). Pour convergerversla solutionoptimalede 1(n + 3) appligerla relation (1V.9)
plusieurs fois.

Cependantgdansun contextenon stationnaireou les fonctionsde codt I(n + 2), I(n + 3) ... seraien
successivemertres différentes,on n'a pas forcémentintérét a obtenir successivemene minimum de
chacune d'elleson doit donc s'efforcerde réaliserun compromisentrela minimisationde la fonction de
colt a chaqu@stantet la capacitéa suivreles non-stationnaritéC'estla un problemedélicat,auguelon
est souvent confronté en filtrage adaptatif.

Le choix desparametredN, T et K, introduitsdansle critere (IV.4) et I'algorithme (1V.5)-(1V.8) est
délicatet doit étrefixé en fonction de connaissances priori sur les caractéristiquesles sighauxa traiter
(durée de stationnarité), deticheque doit réaliserle syteme ainsi que du tempset desmoyensdont on
dispose poueffectuerles calculs.Si, par exemple la modification descoefficientsestfaible, il n'estpas
indispensable de prendXg plus grandjue 1 dansla mesureou le moyennageseraalorsréaliséau cours
des itérations successives de l'algorithme [14] ; cependant, il faudra obligatoickwwismiT =1 pour que
le moyennage se fasse avec des valeu&meassez voisines. Si au contraire, dans un cas stationma
choisitT > 1, on aura intérét a choidig > 1 et éventuellemeit, > 1.

Dans un cas non stationnailg,devra étre choisi en fonction dedaréede stationnaritédu signal. T sere

choisi égal a 1 dans le cas ou I'on a besoin d'adapggstémecontinuellementmaison pourraenvisage
T > 1 dande cascontraire.Dansle casnon stationnaireencore,on choisiraK,, grandsi I'on recherchea
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chaque fois une grande précision et si I'on a le temfairddes calculs(or, souvent,qui dit contextenon

stationnairedit tempsde calcul réduit). Au contraire,on choisiraK, = 1 dansle casou I'on cherchea
poursuivre un comportement moyen.

Une fois cedlifférentsparametredixés, le problemeessentielésidedansl'évaluationdu gradientafin
de pouvoir implanterI'algorithme. Le filtrage adaptatif utilise courammentune techniquede calcul du
gradientque nousdésigneronsousle termede "calcul direct” ; I'apprentissag@les réseauxde neurone
met courammengn ceuvreune techniguede calcul du gradientconnuesousle nom de "rétropropagatior
[6, 1].

IV.3 Evaluation du gradient dans un réseau non bouclé
IV.3.1 Calcul direct

Le calcul direct du gradient repose sur le développement le plus immédiat de (1V.4), (IV.2), soit

n

d (n) __ e(m) &gé;:\)

m:n—NC+1

e (IV.10)

Dans cette expression, les errexfrs) et les dérivées partiells®nt calculéesavecles dernierscoefficients
connus a l'instamt, Ci(n); elles correspondent aux valegyse I'on auraitcalculéesaux instantsm = n —
Nc + 1, ..., nsil'on avaitdisposéde ces coefficients.Les dérivéespartiellesdesy(m) par rapportaux
coefficientscy (dansle réseaucompletementonnectémais non boucléde la figure 2 onap > q) se
calculent a partideséquationgd'évolution(lll.4) du réseau.Tous cescalculssontfaits a I'instantn avec
les coefficientsCy(n); pour alléger I'écriture, nous omettrons dans la suite la noigiigkr(\n).

[l vient pour chaquenJ[n —N; + 1,n]

oz(m) _ . . .

ICpq =0 ;p>ioui=1, ..M,

dz(m) _ o

deq = fi(Vi(m))Zq(m) yp=1 eti>M,

gz(m) _ ' (V. i oz(m) "

dong iM(M) Z Ci X, ¢ P<ieti>M (IV.11)

p<j<i

Ainsi, le calcul desdm se fait de proche en proche par propagation, depuis les entrées vers ledu
q

réseau noouclélinéairedont les poids sontf'(vi(m))c; (cf. (IV.11)), desdérivéespartiellesdessorties
desneuronessituésen amont.Dansle casou N, = 1, il faut calculerles N, dérivéespartielleset terme:
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d'erreurs intervenant dans (IV.10) avec les poids fixés a leur @k, (n). On dit alorsque N, copies

du réseau a l'instantsont utilisées pour calculer les valeurs nécessaires au calcul du gradient (V.1

IV.3.2 Calcul par rétropropagation

Le calcul du gradient par rétropropagation [15] if@i€rvenir desdérivéespartiellesdifférentesde celles
utilisées dans le calcul direct. A partir de (IV.4), on écrit

dl (n) :% Z ge?(m) Vp(m) (IV.12)

Np(M)  depq | c=cy(n)
=n- NC +1

Comme précédemment, nous omettrons dans la suite la ndtatclo(n)
2 Cun

D'apres (l11.4), on calcule aisément

o"_\gpc(p_r:) =z(m),p>M. (IV.13)

Les autres dérivées partielles intermédiaires intervedarg(IV.12) peuventse calculerégalement partir
de (111.4) :

de2 m 2e2(m) ovi(m)
( ) | oM(( mgévl,(m) (IV.14)
>p
soit encore
oe2(m : oe2(m

m)

La derniere relation exprime que les dérivées parti ) peuventétre calculéesa partir de cellesdéjé
p

calculées en avalu réseauC'est ce qu'on appellele calcul du gradientpar rétropropagatioresdérivee:
partielles dans le réseau non bouclé linéarisé dont les coefficientg,$put,(m)) (1V.15) [7].

On remarquera que la sommation se fait sur le premier indaes (1V.15) alorgu'elle sefaisait sur le
deuxieme indice dans le calcul direct (IV.IJansun réseaunon bouclé,les deuxtechniquesie calcul du
gradient présentées ci-dessus sont équivalentes dudeaine du résultat.Cependantpn a montré[1, 6]
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que la rétropropagation et le calcul direct ont une complexité de calcul respectivettordreele v 2 et de
v 4. En pratique, on utilisera donc la rétropropagation pour un réseau non bouclé.

IV.4 Sur la difficulté de calculer le gradient exact dans un réseau bouclé

L'évaluation du gradient nécessaire a I'adaptatestoefficientsd'un réseauboucléestbeaucouplus
complexe que dans Easd'un réseaunon bouclé.En effet, on voit, surles équationgd'état(l11.5) dela
représentatiortanoniqued'un réseaubouclé, gue la sortie globale du systemey(n) est fonction non
seulementesentréesexternesau réseauJ(n), mais égalementle I'état X(n) du réseauqui est lui méme
fonction des entrées du réseau et de son état caltinigtant précédentAutrementdit, chacundesterme:
d'erreure(m) intervenantdansle criterel(n) de (IV.4) ne dépendplus seulementdesM dernieresentrée:
externesu(m), um— 1), ...,u(m—M + 1), mais de toutes les valeurs des entrées depuis l'instant ini
méme, le calcul des dérivéespartiellesfait intervenir les dérivéespartielles depuis I'instant initial. Pai
conséquent, pour calculer le gradient(@® pourC=C,(n), que ce soit par le calcul direct (IV.10) par la
rétropropagatiorflVV.12), il faudrait théoriquementalculer chaquee(m) et chaquedérivée partielle avec
toutes les données depuis l'instant initial, fixé.

Dans le caslu calcul direct desdérivéespartiellespermettantle calculerw dans(1V.10), il vient
Pq

d'apres (111.6)-(111.9) exprimant I'évolution du réseau de la figdireet pour chaque md[n — N; + 1, n],
oun désigne comme précédemment l'instant ou sont faits les calculs,

oz(m) _ . .. _
Xo =0 ;i=1,..,M,
dZM+I(m) _aZM+N+v+I—1(m_1) D] —

o = o 1=1,...,N, (IV.16)
0Zy +n+vu(M) _O0Zy. (M) 3

Koo = g ;=1 ... ,N=1, (IV.17)
oz(m) _. oz(m) . _
o —fi(vi(m))jZi g ¢ I TMANFL L MAN Y. (V.18)

Cetteécritureestdoncdifférentede (1V.11) : elle fait apparaitrele caractérebouclé du réseau.En effet,
d'apres (1V.16), (IV.17), il vient

dZM+I(m) — aZM+N+V(m_I) zdy(m_l) .
Opq Opq dpg

=1, ... N, (IV.19)
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e e A - co o 0Zyy(m=1) .
qui fait lui méme intervenir d'aprgb/.18), entreautres,les denveesT ,J=1,...,N.De
q

plus, lesN¢ dérivées partielles%’% nécessaires a l'adaptation de chaque coeffidespondérationcyg,

devraient donc étre calculées a chaque itératidialgerithmedu gradientsuivantles récurrenceglV.16)-
(IV.18), en fixant tous les coefficients, du réseau a leur valeGy(n).

Dansle casdu calcul par rétropropagationles récurrencegpermettantde calculer théoriquementes
dérivées partielles intervenant dans (1V.12) sont les suivantes :

&ﬂw 9e2(m)  Avp(m — m
Z Np(Mm—K)  ICpq (IV.20)
(i) k=0,
—gveigm)) = —-Z2(m) ; p=M+N+v,
gez(m) _
3&&5@@5‘0 p=1,..,N-1, (IV.21)
oex(m) _ o de2(m)
Sl = rawtmn 5 e o
P=M+N+1, .. M+N+v-1 (V.22
ae(m) _ de2(m) . _
W—h>p Chp n(m) yp=M+1, ... M+N. (Iv.23)
(ii) k> 0,
ge(m)  _ de2(m) o
Np(Mm—K) ~ Ovp_Ny+1(M—k + 1) P=MN+vV, ... M+N+v-1,
(IV.24)
i (1) _oem) .
v(m - - oM —B) Coo For(m =R

h>p

p=M+N+1, .. M+N+v-1(IV.25)



_oem) Je2(m) o
Npm —R " 2 Cw vm—g§ P=1 -

M +N. (IV.26)

Par ailleurs, on a

ﬂpgcn—_k)):o, p=1,.. ,M+N,
Pq

de(m k)) zg(m—-K, p=M+N+1, ... M+2N+v. (Iv.27)

Les relations(1V.22), (1V.23), (IV.25) et (IV.26) exprimentbien le calcul par rétropropagatiordes
dérivées partielles a un instant-k dans un réseau non bouclé, targlis la relation(1V.24) exprimeque
cette rétropropagation des dérivées partielles se fait également dans le temps depuis knstEmbntan
vers l'instant initial.

IV.5 Equivalence des notions de récurrence temporelle et de dépliement spatial

La représentation d'état d'un dispositif bouclé temporellement, qu'il soit linéaien linéaire, comme
celui de la figure 3, représentatiomssue du formalismeutilisé en automatique permetune interprétatiol
"spatiale"particulieremensimple descalculsde gradientsprésentéslansla sectionprécédenteEn effet,
I'erreur e(m) est calculée,a l'instant courantn, par le dispositif de la figure 5, obtenuen "dépliant”
spatialement la récurrence temporelleéseaude la figure 3. Ce dispositif est constituéd'une cascadale
cellules élémentaires ou copies du réseau non bdaddéforme canonique(8 111.3), contenantes méme:
valeurs de coefficient§y(n).

De cette facon, le calcul, a l'instamtdes erreurs(m) et desdérivéespartiellesde ceserreursprenden
considération un horizon temporel de longueuy ceci peut étre interprétésimplementcommele calcul de
cesmémesquantitéssur une cascadanon boucléede m cellulesidentiques.C'est ce que nous appelon:
I'équivalence entre les notions de dépliement spatial et de récurrence temporelle.

IV.6 Algorithmes pour I'adaptation des réseaux bouclés

IV.6.1 Dépliement du réseau bouclé en un nombre fini de copies

Le calcul des erreurs et des dérivées partielles démsisntinitial n'est pasréalisableen pratique,car
il nécessite un trop grand nombre de calculs, ainsi que le stockagenasirede tousles échantillons des
signauxprésentésau réseau; de plus, dansle casou les sighaux sont non stationnairesjl n'est pas
souhaitable de tenir compte de tout le passé.
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On est donc amené a tronques récurrenceglll.6)-(111.9), et (1V.16)-(IV.19) ou (IV.21)-(1V.26) sur
unelongueurN; . Autrementdit, on remplacela représentatiordéveloppéale la figure 5, qui utilise m
copies pour calculer I'erreafm), par celle de la figure 6, qui utilise un nombre fdecopiedN; (N; < m)
pour estimee(m). Pour calculer lebl; termes du gradient, il y a doNg systemegle ce type. Le system
d'argument m est un réseau non bouclé dont les entrées sont les entrées externe:
ZHmy, ..., (M), Z&(m), ..., ZG(m), ..., Z2(m), ..., zyy(m) (z/(m)estla valeurde la i-emeentréede la |-
éme copie dun-iémesystéme)Jes variablesd'étatde la premiérecopie gy, 1(m), ..., zg.n(M), etdontla
sortie esiz,\')l';NW(m), laquelle constitue une estimatida y(m). La modificationdescoefficientsa l'instant
n est la somme des modifications calculées sur chacud.dgstemes décrits ci-dessus.

Afin de diminuer le nombre de calculs, on peut utiliser une seule récurrence, c'estresginésystém
composé dé&l; copies qui calcule les; erreurs et les dérivégmrtielles.Les entréegde ce systemeunique
sontles entréesexterneszf, ..., z%, 2, ..., Z3, ..., 20, ..., Z\', lesvariablesd'étatde la premiérecopie
ZY41 s Zfen s €L lEs sorties somy NS Y, ...z ., . L'argumentm, qui étaitle numérode I'un desN,
systemesn'apparaiplusici. Le résultatde cescalculsest évidemmentifférent de celui quel'on obtient
avec led\. systemes indépendants [7].

IV.6.2 Une nouvelle famille d'algorithmes adaptatifs

Dans ce paragraphe, nous introduisons une nouvelle famille d'algorithmes adaytat#ppuientsur
les systéemes décrits dans le paragraphe précédent et qui résultent des choix suivants :
- initialisation des variables d'état de la premiére copie et de leurs dérivées patrtielles;
- technique d'évaluation du gradient (calcul direct ou rétropropagation).
Les diverses possibilités sont résumées dans les tableaux 1 et 2.

Les tableaux présentés ci-dessus définissent autant d'algorithmgsagigilignes. Chaquealgorithme
estdonc caractériséen plus desparametresntroduits précédemmertommele nombrede copiesNy, le
nombre de termds; de la fonction de colt , le nombre d'itératipglu gradient, etc.) par kechniquede
calcul du gradient des initialisationschoisies.Bien que visanta minimiser une mémefonction de colt et
bien gu'utilisantun algorithmede gradient,les algorithmesdonnéspar les lignes des tableauxprécédent
sont différents.

Parmiles choix possiblesd'initialisation, les lignes 1 et 4 du tableaul et la ligne 2 du tableau2 sont
naturelles: l'initialisation desdérivéespartiellesdesétatscorrespondh l'initialisation desétats.Parmi ces
choix naturels la ligne 4 du tableaul et la ligne 2 du tableau2 supposentuel'on connaitdesréponse
désiréegour toutesles variablesd'étatdu réseay autrementit, elles supposentjue toutesles variables
d'état sont les valeursdes sortiesy précédenteslu systeme.C'est le cas pour le modéle NARMAX,
puisque les états sont des sorties a des instants préc&arte casplus généralou I'on ne connaitpas
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de réponsegiésiréegour tousles états,seulle choix de la ligne 1 du tableaul esta la fois naturel et

réalisable.
Des algorithmes "hybrides" utilisant les initialisations des lignes 2 et 3 du tableaellésde la ligne 1
du tableau 2 sont envisageables.

Le choix du nombre de copies N; n'est pas motivé par les mémes considérationspour tous les
algorithmes. Par exemple, pour l'algorithaesla ligne 1 du tableaul, I'utilisation d'un grandnombrede
copiesn'a d'intérétque lorsqueles coefficientsdu systemesont susceptiblegd'étre fortement modifiés
d'une itération & l'autre (non stationnarité des signaux ou instabilité locale de I'algorithme) : arl;ifes
coefficientsc,(n) sont tellement différentde ce qu'ils étaienta l'instantn — 1, que, pour en tenir compte
dans le calcul des errews@®), e(n—1), ..., &m), ... quivontservira calculercyy(n + 1), on aintéréta
utiliser plusieurs copies. Dans un cas stable ou stationnaire, le nombre de copies n'est pasarppdit
du moment ou le caractére récursif du systeme est conservé par le type d'initialisageanEhedansle
casdesalgorithmesdeslignes 4 du tableaul et 2 du tableau2, les copies permettentde prendreen
considération le caractére récursif du filtre.

La rétropropagatiosupposemplicitementque les dérivéespartiellesdesentréed'état par rapportaux
coefficients sont nulles pour la premiére copie. Les algorithmedabthaul et 1 du tableau2 conduiser
donc aux mémes modifications des coefficients; istde mémepour les algorithmes4 du tableaul et 2
du tableau 2. Comme d'autre part la rétropropagation nécessite un nombre de calcufspodist,c'es
I'algorithme correspondant qui doit étre utilisé.

Nous allons montrer présentque les algorithmesproposésdansla littérature pour I'adaptationdesfiltres
récursifs et des réseaux de neurones bouclés sont des cas particuliers des algorithmes présentés

IV.6.3 Classification des algorithmes existants en filtrage adaptatif et pour I'apprentissage des r
neurones.

Les algorithmesdu filtrage linéaire récursif adaptatif [16] entrentdansla classeplus généraledes

algorithmesdéfinis ci-dessus.lls correspondentous a un calcul direct du gradient (tableau 1) et a
N.=K,=1. L'algorithme"LMS étendu" correspondau cas N=1 et a la ligne 2. L'algorithme "RPE"

(approchepar erreur de sortie) coincide avec Ni=1 et la ligne 1. Quanta l'algorithme avec erreur a
posteriori, il est aussi associé a la ligne 1 mais hlye2.

Les algorithmes qui sont apparus récemment papprentissagsuperviséde réseauxbouclés(utilisés
comme filtres) entrent également ddeslassificationprécédentells correspondentousa N.=1. On peu

citer I'algorithme"TeacherForcing” [17, 18] (correspondané une approchede type EquationError ou
Série-Parallelejjui corresponda la ligne 2 du tableau2 pour Ni=1, le "Real Time RecurrentLearning

Algorithm" [17, 18] (correspondant a uapprochede type Output Error ou Parallele)qui correspond la
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ligne 1 du tableaul avecN;=1 et le "TruncatedBackpropagatiomhroughTime" [19] correspondana la

ligne 1 du tableau 2 avég>1.

V CONCLUSION

Nous avons établi un cadre conceptuelgénéral pour les algorithmes adaptatifs permettar
I'apprentissagale réseauxde neuronesformels non bouclés (utilisés comme filtres transversesnon
linéaires)ou bouclés(utilisés commefiltres récursifsnon linéaires).Cesalgorithmessontfondéssur des
techniques d'évaluation du gradient d'une fonction de co(lt. Les algorithmes classifijitrage adaptatif
ainsi que les algorithmesadaptatifsproposéspar d'autresauteurspour les réseauxde neuronesentren
dansce cadregénéral ;de surcroit,cetteapprochenous permetde définir toute une famille d'algorithme
nouveaux, qui sont susceptibles d'applicatidassle domainedu filtrage adaptatifnon linéaire. Enfin, le
caracteremodulaire des algorithmesfacilite les réalisationslogicielles et suggere des implantation:
matérielles efficaces.
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Figure 1. Neurone formel
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Complétement connec

u(n) u(n-M+1)
:zl(n) =Z\ (n)

Figure 2. Réseau de neurones non bouclé completement connecté
utilisé comme filtre transverse non linéaire.
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u(n) u(n-M+1)
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Figure 3. Réseau de neurones bouclé (modéle NARMAX) utilisé comme filtre récursif non liné:
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A I(n+4) 1N +3)  I(n+2) I(n+1) I(n)

Figure 4. Surfaces d'errel(n).
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za(m) ... zZuin(m) 9 zZi1(m) 3 zin(m)

Xpq ' Opg

1) z2(m=1) , ..., 2,2 (m=1) d Zpfra(m-1) d zyin(m-1)
Opq P dopg

2)  z2(m-1) , ...,z 2 (ML) 0,..,0

3) réponses désirées 0 zpfra(m-1) 0 zyin(m-1)
Xpq 1T OCng

4) réponses désirées 0,..,0

Tableau 1 : classification des algorithmes a partir des initialisations du sybtgementmI[n—N+2, n]

pour la modificationdescoefficientsa l'instantn : calcul direct. Pour les lignes 1, 2 et 3, on utilise les
valeurs calculées a l'instamt- 1 pour initialiser la premiére copie du systeme d'argumen — N + 1.

zyh (M), . zyEe(m) 9 zia(m) 9 zyixn(m)
Hpg 77" g

1) 2:(m-1) , ..., Zy 2N (M-1) 0,..,0
(imposé par la rétropropagation)

2) réponses désirées 0,..,0
(imposé par la rétropropagation)

Tableau 2 : classification des algorithmes a partir des initialisations du systeme d'argufnehi.+2, n]

pour la modification des coefficients a l'instant rétropropagation. Pour la ligne 1, on utilise les vale
calculées a l'instamt— 1 pour initialiser la premiére copie du systeme d'argumem —N; + 1.
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Légendes.

Figure 1. Neurone formel

Figure 2. Réseaude neuronesnon bouclé complétementconnectéutilisé comme filtre transversenon
linéaire.

Figure 3. Réseau de neurones bouclé (modéle NARMAX) utilisé comme filtre récursif non linéaire.
Figure 4. Surfaces d'errel(n).

Figure 5. Dépliement depuis l'instant initial du réseau bouclé pour le calcul de e(m) a l'instant n.
Figure 6. Systeme d'argument m pour le calcul de e(m) avemphes a l'instant n.

Tableau 1 : classification des algorithmes a partir des initialisations du sybmemenimI[n—-N +2, n]
pour la modification descoefficientsa l'instantn : calcul direct. Pour les lignes 1, 2 et 3, on utilise les
valeurs calculées a l'instamt- 1 pour initialiser la premiere copie du systéme d'argumeim — N, + 1.
Tableau 2 : classification des algorithmes a partir des initialisations du sybmemenimI[n-N +2, n]

pour la modification des coefficients a l'instant rétropropagationPourla ligne 1, on utilise les valeurs
calculées a l'instamt— 1 pour initialiser la premiére copie du systeme d'argument —N. + 1.



