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Résumé– Nousprésentonsdanscetarticleunestimateurrécursifdel’entropieinstantanéed’un processusaléatoirestationnaire.Cetestimateur
reposesur uneutilisation particulièred’un histogrammedesdonnées.Dansun premiertemps,nousdonnonsune interprétationspectralede
l’histogramme.Dansun secondtemps,nousintroduisonsun estimateurnonparamétriquede l’entropie,caractériséparuneformulede remise
à jour récursive trèssimple,qui rendsamiseenœuvreéconomiqueencalcul.De plus,la possibilitéd’introduireun facteurd’oubli lui confère,
dansuncontextenon-stationnaire,unecapacitédepoursuite.Dessimulationsmontrentl’intérêt decetestimateurdanslescontextesdedétection
deruptureset deséparationdesources.

Abstract – We presentin this papera recursive estimatorfor the instantaneousentropy of a stationnaryrandomprocess.This estimatoris
basedon a paticularuseof a datahistogram.First,we give a spectralinterpretationof datahistograms.Second,we introducea non-parametric
estimatorof the entropy, characterizedby a very simple recursive updatingformula, that enablesa low cost implementation.Moreover, the
possibilityof introducinga forgettingfactorgivesit, in a non-stationnarycontext, a adaptive capacity. Simulationsillustatetheinterestof such
anestimatorin applicationssuchasabruptlaw changesdetectionandsourcesseparation.

1 Intr oduction

APPLICATION de la théoriede l’information au traite-
ment du signal connaît,depuiscesdernièresannées,

un succèscroissant.L’entropie,notamment,est utilisée avec
profit dansdescontextestelsquel’égalisationaveugleoula sé-
parationde sources.Plusgénéralement,elle autorisele traite-
mentde problèmespour lesquelslesstatistiquesd’ordre deux
ou d’ordre supérieursont insuffisantesou d’utilisation malai-
sée.
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Dansle casoù la loi estdiscrète,l’entropie,notéecettefois-ci� ���
peut être déduitedesprobabilités ��� �"! de la façonsui-

vante: �#� 
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Dansla plupartdescas,cetteentropieestcalculéeà partir
de l’expressionanalytiquede la loi desdonnées(lorsquecette
loi estconnue),oubiend’un modèleparamétriquedecetteloi.
Uneautreapprocheconsisteàconstruireunestimateurdel’en-
tropie sansla connaissancea priori de la loi deséchantillons,
et à partir de leur simpleobservation.On trouve dans[1] une
telle approche,baséesur uneestimationpréalablede la loi à
l’aide desdensitésdeParzen,d’où estdéduiteuneestiméede
l’entropie.La méthodeexposéedans[2] consisteà construire
unestimateurdel’entropieàpartir desstatistiquesd’ordre.

L’approchequenousproposonsestbaséesurla construction
del’histogrammedela loi : l’expressiondel’entropieassociée
àcetestimateuresttrèssimple,et fait apparaîtreunerelationde
récurrenceentrelesestimateurscalculésàdeuxinstantsconsé-
cutifs.Nousmontronsdepluscommentcetestimateurpeutai-
sémentêtreétenduaucasd’uneloi continue.Enrevanche,cette
étudeestrestreinte,commec’est trèsmajoritairementle cas,à
deslois deprobabilitéà supportborné.

2 Estimateur de l’histogramme

Onsupposeparlasuitedisposerd’échantillons.0/ �213� d’une
suitealéatoirestationnairedeloi instantanée� �4���5�6�

Cetteloi
est de plus supposéeà supportborné 7)8 �:9"; : cettehypothèse,
bien que restrictive, est classiquedansle domainede l’esti-
mationdelois deprobabilité.Soit �=<?> !A@�B > BDC *'E unesubdivi-
sionuniformedel’intervalle 7,8 �F9"; en G intervallesnotésHI> 
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Nousprésen-
tonsd’abordl’estimationclassiquepar histogrammede la loi
� � ���	� �

baséesur le calcul desprobabilitésempiriques.Puis
nousendonnons,avantdel’appliqueràl’estimationdel’entro-
pie, uneinterprétationinspiréedestechniquesd’analysespec-
trale.

2.1 Estimateur empirique

À l’instant � � disposantde � échantillons�Q. � �213� ! E B � BPR de

la suite aléatoire,on note SUT RWV> le nombred’échantillonsqui



appartiennentX à l’intervalle H > � Ona évidemmentla relationde
normalisation C *'E

>�( @ SUT RYV> 
 � � (3)

quiexprimele fait queles G intervallessepartagentl’ensemble
des� échantillonsdisponibles.

Dansle casoù la loi estdiscrète,un estimateurde cetteloi
estsimplement

Z� T RWV ���	� 
 S[T RWV>
� si

�]\ HI> � (4)

Dansle casd’uneloi continue,cetestimateurs’écrit simple-
ment Z� T RWV ���5� 
 SUT RWV>

L=� si
�]\ H > � (5)

où le terme L *'E assurela normalisationdela loi.
A l’instant

� �[^`_ � � unnouveléchantillon. R $ E
�213� �

tel que
. R $ E

��13��\ H�a,bdc?e � estdisponible,et permetd’enrichir l’esti-
mateurdel’histogrammedela façonsuivante:
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avec
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2.2 Uneinterprétation spectraledel’estimateur

2.2.1 Un processussous-jacent

Considéronsleprocessusaléatoirem / ��13� , appeléparlasuite
processussous-jacentde . / �213� � et défini de la façon sui-
vante:

m / ��13� 
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où G estunentierfixé,et �=x > ��13� ! estunesuitei.i.d. dephases
aléatoires,de loi uniformesur l’intervalle 7 y �Yz�{'; et indépen-
dantedu processus.0/ ��13��� Ce typede processusa étéintro-
duit par[3] (sousuneformenon-stationnaireetnon-ergodique)
dansuncontextedefiltragenon-linéaire,puisindépendamment
par[4] dansle contexted’estimationparamétriqued’uneloi. Il
estaisédevérifierquele processussous-jacentpossèdelespro-
priétéssuivantes:

– m|/ ��13� eststationnaireausenslarge,

– } ~� 
 _ ,
– le spectre� � � � � de m�/ ��13� vérifie

� � � � � 
 � �f� � ��� � \ � _z � ^ _z �

L’estimationduspectre� � � � � de m / ��13� permetainsid’es-
timer la loi de . / ��13� .
2.2.2 Estimation par un banc de filtr es

Le filtrageparunfiltre passe-bande,idéaldansla bandeHI� 
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du processussous-jacentpermet,commenousal-

lonsle montrer, d’estimerla densitédeprobabilité� ��� � � dans

l’intervalle desvaleurs
��\ HI� � Soit en effet un filtre idéal

passe-bande� dontla réponsefréquentiellevérifie

��� � � 
 _ si � \ HI�
y sinon

� (9)

La filtréepar � du processussous-jacents’écrit
�m / ��13� 
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où
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La puissancedu processus
�m|/ ��13� s’écrit donc
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où S T C+V> estlenombred’échantillonsparmiles G valeurs.0> ��13�
pour _���h��
G telsque.�> ��13��\ H � � Ainsi, le calculdel’his-
togrammedela loi � � peutêtreinterprétécommela mesurede
la puissance,ensortied’un bancdefiltres idéauxpasse-bande.

2.3 Application à la construction d’autr esesti-
mateurs

L’analogieprécédentepeutêtreétendueen remarquantque
touteméthoded’estimationduspectreduprocessussous-jacent
m�> ��13� permetde déduireuneméthoded’estimationde la loi
� � desdonnées.�> ��13� � A titre d’exemple,la méthodeclas-
siquedupériodogrammefournit,danslecasduprocessussous-
jacent,l’estimateurspectral
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où
�

est le nombred’échantillonsdu processussous-jacent.
Remplaçantchacundeséchantillonspar savaleurdéfiniepar
(8), on endéduit
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Pour un nombrede donnéesG assezgrand,les échantillons
. > ��13� étantsupposésdécorrélésentreeuxet indépendantsdes
phasesx > �213� � on peutapprocher

Z� � �2���
par
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où la fonctionX � � ���5�
est le noyau de Fejerd’ordre
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 _ � L’estimateur
(10) du spectredu processussous-jacentestaussil’estimateurZ� � dela loi � � desdonnées,si bienque
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Onreconnaîtici l’estimateurparnoyaux(deFejer)dela loi � � �
Ainsi, à l’estimateurparpériodogrammedu spectredu proces-
sussous-jacentcorrepondasymptotiquementl’estimationpar
noyauxdeFejerdela loi � � .

D’autreséquivalencespeuvent être misesà jour entredes
estimateursspectrauxde m|/ ��13� et desestimateursde la loi
de � � [4, 5, 6]. Cependant,le calcul de l’entropie associéeà
desestimateursde la loi plusélaborésestsouvent impossible,
à notreconnaissance,à conduireanalytiquement.Nousavons
toutefoisobtenuuneexpressionanalytiquedansle casd’une
modélisationAR deladensitédeprobabilité,cf. [4]. Nousnous
restreignonsici à l’estimateurdu typehistogrammedéfini par�w¦��

ou
�2§J� �

et dérivonsmaintenantla formulederemiseà jour
del’estimateurdel’entropiequi lui estassocié.

3 Estimateur de l’entr opie

3.1 Casd’une loi discrète

L’estiméedel’entropieàl’instant � � notée
Z� T RWV � estcalculée

commel’entropiedel’histogrammeestimé,si bienque

Z� T RWV 
 � C *'E
>A( @

Z�'T RWV> ����� Z�'T RYV>
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La mêmedéfinitions’appliqueà l’instant
� �[^f_ ��� Etantdon-

née la formule de remiseà jour de l’histogramme
�Y¨-�

et la
conditiondenormalisation

�2©J�
, on en déduitaisémentunere-

lationderécurrencesurl’entropieestimée:

Z� T R $ E V 

� C *vE
>�( @

SUT R $ E V>
�[^`_

�,�-�ªSUT R $ E V>
�[^`_

�

d’où� �[^`_ � Z� T R $ E V

� C *vE>A( @«SUT R $ E V> �,�-�U¬®­ bdcJe)¯q
R $ E

�


� C *vE>�( @>�°( a bdc?e SUT

R $ E V> �,�-� SUT R $ E V> � SUT R $ E Va,bdc?e ����� SUT R $ E Va,bdc?e
^ � �[^f_ �I�����±� �[^f_ � �

� C *vE>A( @«S T RWV> �,�-� S T RWV> ^�S T RWVa,bdc?e �,�-� S T RWVa�bdcJe� SUT RWVa b ^f_ ����� S[T RWVa b ^`_ ^ � �[^`_ �I�����±� �[^f_ ���

Or � Z� T RWV 
�� C *'E>�( @«SUT RWV> �,�-� ¬®­ bd¯qR
 � ����� � � C *vE>A( @«S T RWV> �,�-� S T RWV> �

d’où
� C *'E>�( @«S[T RWV> ����� SUT RWV> 
l� � �,�-� �[^²� Z� T RWV si bienque

� �[^`_ � Z� T R $ E V 
 � Z� T RWV ^4SUT RWVa,bdc?e �,�-� SUT RWVa,bdc?e
� SUT RWVa,b ^f_ ����� SUT RYVa,b ^`_
^ � �[^`_ �I�����3� ��^`_ � � � ����� �
 � Z� T RWV �´³ SUT RWVa bµcJe ^ ³ � � � �

d’où finalementZ� T R $ E V 
 RR $ E
Z� T RWV ^ ER $ E

³ � � � �´³ S T RWVa,bµcJeZ� T E V 
 y (11)

avec
³ ���5� 
 �2� ^f_ �I�,�-�±��� ^f_ � � �3�,�-���
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Le choixdel’initialisation estjustifiécommesuit: àl’instant

� 
 _ � .¶E ��13��\ H a e et l’estimateurdela loi s’écrit
Z� T E V ���5� 
 _ si

�g\ H a e
y sinon

d’où
Z��� _ � 
 y �

La formule
� _-_ � peutêtreinterprétéede la façonsuivante:

le nouvel estimateurestcalculécommele barycentrede l’an-
cienestimateuretd’unecontributiondûeaunouveléchantillon.
Commela fonction

³
estcroissante,cettecontributionserad’au-

tant plus faible que l’intervalle HIa,bµcJe � qui reçoit l’échantillon
. R $ E

�213�
, est déjà peuplé.Dans le cas extrêmeoù tous les

échantillonsappartiennentaumêmeintervalle, l’incrémentest
identiquementnul et l’entropieestiméeestnulle

�
Au contraire,

si leséchantillonsvisitent“uniformément”touslesintervalles,
l’entropieseragrande.Ceciestcohérentavec le résultatselon
lequella loi uniforme <?> 
 EC @IB > BPC *'E est,parmitoutesles
lois desupportborné,celled’entropiemaximale.

3.2 Casd’une loi continue

L’estimationde l’entropiesousl’hypothèsed’une loi conti-
nue est tout aussiimmédiate,puisqu’ondéduit facilement,à
partirdesrelations

�
1, 2, 4 et 5

� �
unerelationsimpleentrel’es-

timateur ·� del’entropiedela loi continueet l’estimateur
Z�

de
l’entropiedela loi discrète:

·� T RWV 
 Z� T RWV ^ ����� L �
Nousendéduisonsla formule récurrentedecalculdecetesti-
mateur:

·� T R $ E V 
 RR $ E ·
� T RYV ^ ER $ E

³ � � � �¸³ S[T RYVa bdc?e ^ ����� L �
·� T E V 
 y �

(12)

4 Application à la détectionderuptur es

Nousmontronsici unedesapplicationsimmédiatesde cet
estimateur: la détectiondenon-stationnaritédela loi.

L’estimateurd’entropieobtenuprécédemment,et construit
d’aprèsl’hypothèsededonnéesstationnaires,nepeutévidem-
mentêtreappliquétel queldanscecontexte.Cependant,nous
tirons parti de saformerécursive ((11) ou (12)) qui rendpos-
sible l’introduction d’un facteurd’oubli, lequelconfèreà l’es-
timateurun comportementadaptatif(capacitédepoursuitedes



non-stationnarités).¹ Onmontreaisémentquel’introductiond’un
facteurd’oubli º conduità l’estimateursuivantdansle casdis-
cret:
Z� T R $ E V 
 º R $ E � º

º R $ E � _
Z� T RWV ^ º � _

º R $ E � _
³ � � � �´³ SUT RYVa bdc?e �

etdansle cascontinu:

·� T R $ E V 
¼» bµcJe * »» bdc?e *vE ·� T RWV
^ » *'E» bdc?e *vE ³ � � � �¸³ S T RYVa,bdc?e ^ ����� L �

La figure (Fig.2) montre l’évolution de l’entropie estimée
dansle casd’un signal ½ ��¾�� représentéci-dessous(Fig.1) et
composéde1012échantillonstiréssuivantuneloi bi-gaussien-
ne (signalbinaireavec bruit additif gaussien),suivis de 1012
échantillonsdeloi uniforme,pourunfacteurd’oubli º 
 y � ���J¨
et G 
 © y subdivisions.

Fig. 1 : signal ½ ��¾��

Fig. 2: entropieestimée
Z�

Cettefigureindiquequel’estimateurempiriqueconvergevers
lesvaleursthéoriques(avecun biais inhérentà l’estimationde
l’histogramme),tout en ayantune capacitéde poursuite.On
remarquedeplusquela vitessedeconvergence,bienquemo-
deste,restetout-à-fait acceptablepuisque

§ y�y itérationssuf-
fisentpourassurerla convergenceversla nouvelleentropie.

5 Application à la séparationdesources

La simulationsuivantemontrequel’estimateurproposépeut
êtreutilisépourrésoudreleproblèmedelaséparationdesources.
Deux sourcesindépendantes½=E et ½ ~ sontmélangéespar une
matrice ¿ � z�À[z � �

cequi génèrelesobservations
� E et

�
~ . Les

sourceset la matricede mélangeétantinconnues,il s’agit de
construireune estimationÁJE et Á ~ dessourcesen appliquant
aux observationsunematrice Â . Cettematrice Â est recher-
chéede telle sorteque les signauxreconstituésÁ E et Á ~ sont
indépendants: le produit ¿ À Â seraalorségalà l’identité, à

unematricedepermutationet un scalaireprès.On montreque
l’indépendancedessourcesreconstituéespeutêtreassuréepar
la minimisationdela fonctionsuivante:Ã � Â � 
 �ÅÄ e�^ �ÅÄQÆ � �����ÈÇ É6ÊFË Â Ç
où

� Ä:Ì
représentel’entropie du signal Á � � Nousavonssimulé

cetteméthodedansle casoù cesentropiessontestiméesselon
la formule(12).

Le tableausuivant indique la valeur de la matrice Í 

¿±Â (idéalementégaleà l’identité) obtenueparcetteapproche
pourdifférentstypesdesources,chacunede _Ay-y�y échantillons:
deuxsourcesuniformes,unesourceuniformeet unebinaire,
unesourcenormaleet unebinaire.

source1 source2 Í
SrÎ * @=Ï Ð�Ñ @�Ï ÐWÒ S�Î * @=Ï Ð�Ñ @=Ï ÐQÒ _ � y�y © z y � y z ©

y � y�_ z § y � �-��Ó
binaire� E

~
� E
~

S�Î * @=Ï Ð�Ñ @=Ï ÐQÒ _ y � y-y�y ¦
y � y-y�_ z y � �-��Ó�¦

binaire� E
~
� E
~

G � y � _ � _ � y © y � y�y-y ©
y � y z y � ���-©�¨

Cesrésultatsindiquentque la séparationest réaliséedans
touslescas: le biais inhérentà notreestimateurnepermetce-
pendantpasuneconvergenceexacte.On remarqueratoutefois
que cetteséparation,bien quenon exacte,est atteinteà coût
de calcul extrêmementfaible, ce qui rend cetteméthodetrès
attractive, parexemplepour l’initialisation d’algorithmesplus
complexes.

6 Conclusion

Nousavonsprésentédanscetarticleunestimateursimplede
l’entropied’un signal,possédantla propriétéderécursivité: il
peutdoncêtreutilisé dansdescontextesnon-stationnaires.Cet
estimateur, bien quede coût de calcul très réduit, montrede
bonnesperformancesenséparationdesourceset en détection
deruptures,commel’illustrent nossimulations.
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