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Résumé- Nousprésentonslanscetarticleun estimateurécursifde'entropieinstantanéd’un processualéatoirestationnaireCetestimateur
reposesur une utilisation particuliered’un histogrammedesdonnéesDansun premiertemps,nousdonnonsune interprétationspectralede

I’histogramme Dansun secondemps,nousintroduisonsun estimateunmon paramétriquele I'entropie, caractérisgar uneformule de remise
ajour récursve tressimple,qui rendsamiseenceuvreéconomiqueen calcul. De plus, la possibilitéd’introduire un facteurd’oubli lui confére,
dansun contexte non-stationnaireynecapacité&le poursuite Dessimulationamontrent’intérét de cetestimateudansles contextesde détection
derupturesetde séparatiorde sources.

Abstract — We presentin this papera recursve estimatorfor the instantaneousntrofy of a stationnaryrandomprocess.This estimatoris
basedon a paticularuseof a datahistogram.First, we give a spectralinterpretatiorof datahistograms Secondye introducea non-parametric
estimatorof the entrogy, characterizedy a very simplerecursve updatingformula, that enablesa low costimplementation. Moreover, the
possibility of introducinga forgettingfactorgivesit, in a non-stationnargontext, a adaptve capacity Simulationsillustatethe interestof such

anestimatorin applicationssuchasabruptlaw changesletectionandsourcesseparation.

1 Intr oduction

9 APPLICATION de la théoriede I'information autraite-
ment du signal connait,depuiscesderniéresannées,
un succescroissant.L'entropie, notammentgst utilisée avec
profit dansdescontectestelsquel’égalisationaveugleoula sé-
parationde sourcesPlusgénéralemenglle autorisele traite-
mentde problémegpour lesqueldes statistiquesd’ordre deux
ou d’ordre supérieursontinsuffisantesou d'utilisation malai-
sée.
Rappelonsgjuel’entropieH x associéuneloi continuefx (x)
s'écrit:
Hy =~ [ fx (a)log fx (z)da. &)
Dansle casou la loi estdiscréte)'entropie, notéecettefois-ci
Hx, peutétre déduitedesprobabilités{p;} dela fagonsui-
vante:

+oo
Hx =— Z pi log p;.
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Dansla plupartdescas,cetteentropieestcalculéea partir
del'expressionanalytiquede la loi desdonnéeglorsquecette
loi estconnue)pubiend’'un modeleparamétriquele cetteloi.
Uneautreapprocheconsistea construireun estimateudel’en-
tropie sansla connaissanca priori de la loi deséchantillons,
et a partir de leur simpleobsenation. On trouve dans[1] une
telle approchepaséesur une estimationpréalablede la loi a
l'aide desdensitégle Parzen,d’ou estdéduiteuneestiméede
I'entropie. La méthodeexposéedans[2] consistea construire
unestimateudel'entropiea partir desstatistiques!’ordre.

L'approcheguenousproposongstbaséesurla construction
del’histogrammedela loi : I'expressiordel’entropie associée
acetestimateuesttressimple,etfait apparaitreinerelationde
récurrenceentrelesestimateurgalculésadeuxinstantsconsé-
cutifs. Nousmontronsde pluscommentcetestimateupeutai-
sémengétreétenduaucasd’'uneloi continue Enrevanchecette
étudeestrestreintecommec’esttrésmajoritairemente cas,a
deslois de probabilitéa supportborné.

2 Estimateur de I'histogramme

Onsupposgarla suitedisposed’échantillonsX,, (w) d’'une
suitealéatoirestationnairedeloi instantanée'x (z) . Cetteloi
estde plus supposée supportborné [a, b] : cette hypothése,
bien que restrictive, est classiquedansle domainede I'esti-
mationdelois de probabilité.Soit {ax } .« y_; Unesubdvi-
sionuniformedel’intervalle [a, b] en N intervallesnotésl;, =
[k, Okt1]gcpen_ 1 AVECOQ = a €t ay = b. Chaqueinter-
valle estde longueurh = ag11 — oy, = b*T“ Nous présen-
tonsd’abordI’estimation classiquepar histogrammede la loi
fx (z), baséesurle calcul desprobabilitésempiriques.Puis
nousendonnonsavantdel’appliqueral’estimationdel’entro-
pie, uneinterprétationinspiréedestechniquesi’analysespec-
trale.

2.1 Estimateur empirique

A linstantp, disposantlep échantillons{X; (w)}, ., de
la suite aléatoire,on note U,i”) le nombred'échantillonsqui



appartiennenal'intervalle I.. Onaévidemmenta relationde

normalisation N1
>0l
k=0

quiexprimele faitqueles NV intervallessepartagentensemble
desp échantillondisponibles.

Dansle casou la loi estdiscrete,un estimateude cetteloi
estsimplement

®3)

(p)
f® (2) = U

siz € I. 4)
Dansle casd’'uneloi continue cetestimateus’écritsimple-
ment ®)

f@ (z) = Y ize I, (5)
hp
oule termeh ! assurda normalisatiordela loi.
ATlinstant(p + 1), unnouwel échantillonX,,; (w), telque
Xpi1(w) € I, estdisponible,et permetd’enrichir I'esti-
mateurdel’histogrammedela fagconsuiante:

F(pt1) o
p ) = —six el 6
f (T) p+1 xr € Iy, ( )
avec
U,gp+1) — ((1{5» SI ]{ ;é[ +1; (7)
U7 +1sik=1l,1.

2.2 Uneinterprétation spectraledel’estimateur
2.2.1 Un processusous-jacent

Considéronge processusaléatoireZ,, (w), appeléarla suite
processussous-jacende X, (w), et défini de la fagon sui-
vante:

N
1 )
Zn (W) = — E eJ(”Xk(W)er’k(w))’

VN 2 ©

ou N estunentierfixé, et{¢y (w)} estunesuitei.i.d. dephases
aléatoiresde loi uniforme sur l'intervalle [0, 27| et indépen-
dantedu processusy,, (w) . Cetype de processus étéintro-
duit par[3] (sousuneformenon-stationnairetnon-egodique)
dansun contexte defiltragenon-linéairepuisindépendamment
par[4] dansle contexte d’estimationparamétriquel’uneloi. Il
estaisédevérifierquele processusous-jacenposseddespro-
priétéssuivantes

— Zp (w) eststationnaireausendarge,
- O’Z =1,
— le spectreSz (f) de Z,, (w) vérifie

S2(f) =px (f) Vfe [1 +1]
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L'estimationdu spectreSy (f) de Z,, (w) permetainsid’es-

timerlaloi de X, (w).

2.2.2 Estimation par un bancdefiltr es

Lefiltrageparunfiltre passe-bandé&léaldandabandel, =
[ag, ag11] , du processusous-jacenpermet,commenousal-
lonsle montrer d’estimerla densitéde probabilitép x (f) dans

l'intervalle desvaleursz € I,. Soit en effet un filtre idéal
passe-band#l dontla réponsdréquentiellevérifie

[ 1sifel
H{(f) = { 0 sinon
La filtrée parH du processusous-jacens’écrit

Zn(w) = thzn_p ()

9)

N
_ Z 1 eI (n=p) Xy (@) +¢r(w))
k=1

ﬂ\

I
- 3
= WMZ ~s

*JpXk )) I (nXk (W) ¢k (w))

= \/NZH(X]“( w)) /(X (@) on(w)
k

ol H (X}, (w)) estla réponselufiltre H ala fréquence’ ).
Onendéduitd’apres(9) que

H (X, (w)) e (1Xe(@)+r(w)

-
™=

k=1
Xk(u.))elq

La puissancelu processus’,, (w) s'écritdonc

Loy monw) - B
N ’

k=1

X (w)€ly

NIN

ou U,§N> estle nombred’échantillongparmiles N valeursXy, (w)
pourl < k < N telsqueX}, (w) € I,. Ainsi, le calculdel'his-
togrammedelaloi px peutétreinterprétécommela mesurede
la puissanceensortied’un bancdefiltres idéauxpasse-bande.

2.3 Application a la construction d’autr es esti-
mateurs

L'analogieprécédent@eutétre étenduesn remarquantjue
touteméthodead’estimationdu spectredu processusous-jacent
Zy, (w) permetde déduireune méthoded’estimationde la loi
px desdonnéesX (w). A titre d’exemple,la méthodeclas-
siquedu périodogramméournit, dande casduprocessusous-
jacent,|'estimateurspectral

pZZ

ou P estle nombred’échantillonsdu processusous-jacent.
Remplacanthacundeséchantillonspar savaleur définie par
(8), onendéduit

2

e Ip82 ’

P-1 2
Z Zej (pXk(w)+or(w)) ,—ipQ

Pourun nombrede donnéesN assezgrand,les échantillons
X, (w) étantsupposésiécorrélégntreeuxetindépendantdes
phases); (w), on peutapprochelSz (Q) par

$2(2)= 5

:%ZQP(Xk(w)—Q),

5z(9) (10)



ou la fonction ®p () estle noyau de Fejerd’ordre P, défini

par ,
1 (sin gz
P2\ siniz |’

etvérifiant®p (z) > 0, [ ®p (z)dr = 1. Lestimateur

(10) du spectredu processusous-jacenestaussil’estimateur
px delaloi px desdonnéessi bienque

(I)P (.’IJ) =

1 N
= NZ(DP(XIC (w) — Q).
k=1

Onreconnaitci I'estimateurparnoyaux(deFejer)delaloi px.
Ainsi, al'estimateurparpériodogrammelu spectredu proces-
sussous-jacentorrepondasymptotiguementestimation par
noyauxdeFejerdelaloi px.

D’autres équivalencespeuwent étre misesa jour entredes
estimateursspectrauxde Z,, (w) et desestimateurde la loi
depx [4, 5, 6]. Cependantle calcul de I'entropie associée&
desestimateurslela loi plus élaborésestsouventimpossible,
a notre connaissancey conduireanalytiquementNous avons
toutefois obtenuune expressionanalytiquedansle casd’une
modélisatiorAR dela densitédeprobabilité cf. [4]. Nousnous
restreignonsci a I'estimateurdu type histogrammedéfini par
(4) ou (5) , etdérivonsmaintenanta formule de remisea jour
del'estimateurdel’entropiequilui estassocié.

3 Estimateur del’entr opie

3.1 Casd’une loi discrete

L'estiméedel'entropiealinstantp, notéeH (?) | estcalculée
commel’entropiedel’histogrammeestimé si bienque

J262 Z fk log fk

E(E)(5)

La mémedéfinition s’appliqueal'instant (p 4+ 1) . Etantdon-
néela formule de remisea jour de I'histogramme(7) et la
conditionde normalisation(3), on endéduitaisémentunere-
lation derécurrencesurl’entropieestimée

|

N-1 U(P+1) U(p+1)
AP = N " =k _jog £
— ptl p+1
d’'ou
(p+ 1) H@+D
(p+1)
_ ZN 1U(p+1 loggki_l’
== ENk 10 U;ipH) log U/EPH) - Ul(ppil)l Ul(pjll)

k#lpya
+ (p+1)log(p+1)
N— 1
— Y U 1og U + U log U

- (Ufp) + 1) log (U}f) +1)+(p+1)log(p+1).

Or (P)
= = U log B
—plogp— Zk:o ng) logUE]D)7

doti— YN U,Ep) log U,ip) = —plogp + pH® sibienque

(p+ 1) HPY = pA® 1+ UP) 1ogUP)

(U2 + 1) 10g (U7 +1)
+ (p+1log(p+1) —plogp
= pﬁ()—q(U(”))Jrq( )

d’oul finalement

{ AP = 2 H(P)+m{ (p)—9<Ul(pp+)1>} (11)

HL =9
avecy (x) = (z+ 1)log(x + 1) — zlogx.

Le choixdel'initialisation estjustifié commesuit: al'instant
p=1, X; (w) € I, etl'estimateurdelaloi s’écrit

0w ={

d'ot A (1) = 0.

La formule (11) peutétreinterprétéede la fagonsuivante:
le nouwel estimateurestcalculécommele barycentrede I'an-
cienestimateuetd’'unecontributiondleaunouwel échantillon.
Commeéafonctiong estcroissantegettecontributionserad’au-
tant plus faible que l'intervalle I, , ,, qui recoit I'échantillon
Xp+1 (w), estdéjapeuplé.Dansle casextrémeou tous les
échantillonsappartiennenau mémeintenalle, 'incrémentest
identiguemenhul etI'entropie estiméeestnulle. Au contraire,
si leséchantillonsvisitent“uniformément”touslesintenalles,
I'entropie seragrande Ceciestcohérentavecle résultatselon
lequellaloi uniforme (v, = )<<y, €Stparmitouteses
lois desupportborné,celled’entropiemaximale.

lsixz e 1,
0 sinon

3.2 Casd’'une loi continue

L'estimationde I'entropie sousl’hypothésed’une loi conti-
nue esttout aussiimmédiate,puisqu’ondéduit facilement,a
partirdesrelations(1, 2, 4 et5) , unerelationsimpleentrel’es-
timateurH del'entropiedelaloi continueetl'estimateurH de
I'entropiedelaloi discrete

H® = A® 4 1ogh.

Nousendéduisonda formule récurrentede calcul de cet esti-

mateur.
{ He+D) = %ﬂ(p) + # {g (p)—g (Ul(pp+)1> + log h} ;

(12)

HD = 0.

4 Application ala détectionderuptur es

Nous montronsici une desapplicationsimmeédiatesde cet
estimateur la détectionde non-stationnaritélela loi.

L'estimateurd’entropie obtenuprécédemmentgt construit
d’'aprésl’hypothésede donnéestationnaireshe peutévidem-
mentétreappliquétel queldansce contexte. Cependantnous
tirons parti de saformerécursve ((11) ou (12)) qui rend pos-
siblel'introduction d'un facteurd’oubli, lequelconférea I'es-
timateurun comportemenadaptatif(capacitéde poursuitedes



non-stationnaritéspnmontreaisémenguel’introductiond’un
facteurd’oubli \ conduital'estimateursuivantdansle casdis-
cret:

APHL X A—1 ‘
AN & 102 BT _ ()

1+ = {0 - (V) )
etdansle cascontinu:

0+ — X Af(0)

=T
+ % {g (p) —g (Ul(:ll) + log h} .

La figure (Fig.2) montreI'évolution de I'entropie estimée
dansle casd’un signal s (n) représent&i-dessougFig.1) et
composéle 1012échantillondiréssuivantuneloi bi-gaussien-
ne (signalbinaire avec bruit additif gaussien)suiis de 1012

échantillongdeloi uniforme,pourunfacteurd’oubli A = 0.997
et N = 30 subdvisions.
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Fig. 2: entropieestimée!

Cettefigureindiquequel’estimateurempiriquecorvergevers
lesvaleursthéoriqueqgavecun biaisinhérenta I'estimationde
I’histogramme),tout en ayantune capacitéde poursuite.On
remarquede plus quela vitessede corvergence pien que mo-
deste,restetout-a-fait acceptablgpuisque500 itérationssuf-
fisentpourassurefa corvergenceversla nouwelle entropie.

5 Application ala séparationdesources

La simulationsuivantemontrequel’estimateurproposéeut

étreutilisé pourrésoudrée problemedela séparatiomlesources.

Deux sourcesndépendantes; et s; sontmélangéepar une
matriceA (2 x 2), cequi génerdesobsenationsz; etz,. Les
sourceset la matricede mélangeétantinconnuesijl s'agit de
construireune estimationy; et y, dessourcesen appliquant
aux obsenationsune matrice B. Cettematrice B estrecher
chéede telle sorteque les signauxreconstituégy; et y, sont
indépendantsle produit A x B seraalorségala l'identité, &

unematricede permutatioret un scalairepres.On montreque
'indépendancelessourcegeconstituéepeutétreassurégar
la minimisationdela fonctionsuivante:

C(B)=H,, + H,, —log|det B|

ou H,, représentdentropie du signaly,;. Nousavonssimulé
cetteméthodedansle casou cesentropiessontestiméeselon
laformule(12).

Le tableausuivant indique la valeur de la matrice M =
AB (idéalemenggalea I'identité) obtenuepar cetteapproche
pourdifférentstypesdesourcesghacunale 1000 échantillons
deux sourcesuniformes,une sourceuniforme et une binaire,
unesourcenormaleetunebinaire.

sourcel || source? | M
1.0032 0.023
Urosos) | Urosos) 0.0125 0.998
binaire U 1 0.0004
[-1.1] (<0505 | | 0.0012 0.9984
binaire 1.03 0.0003
[-3.3] NO.1) 0.02 0.9937

Cesrésultatsindiquentque la séparatiorestréaliséedans
touslescas: le biaisinhérenta notreestimateune permetce-
pendanipasune corvergenceexacte.On remarquerdoutefois
que cette séparationpien que non exacte, est atteintea codt
de calcul extrémementfaible, ce qui rend cette méthodetrés
attractve, par exemplepour l'initialisation d’algorithmesplus
complees.

6 Conclusion

Nousavonsprésentéanscetarticleun estimateusimplede
I'entropied’un signal,possédanta propriétéde récursvité: il
peutdoncétreutilisé dansdescontextesnon-stationnaireCet
estimateurbien que de co(t de calcul trés réduit, montrede
bonnesperformance®n séparatiorde sourceset en détection
derupturescommel’illustrent nossimulations.
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