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Contexte

> ¥ e RVXN ou CVNXN 3léatoire

» D’une fagon ou d'une autre, & dépend de O(N?) variables
indépendantes

Probleme général : Spectre de ¥ pour N grand

Modele canonique dit de Wigner :

> ¥ = —— ol W symétrique, {[W];},.,;<p iid centrées variance 1.

VN
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Objets

{A1,...,An} valeurs propres (vap) de la matrice de Wigner X
» Comportement macroscopique : mesure spectrale
1N
pr=— Z dx (< histogramme des vap >)

N 4
i=1

N
: 1
= fonctionnelles N Zga(/\,-) = /goduz pour N grand
i=1
> vap extrémes, convergence de ||X||
» Comportement microscopique : Fluctuations des espacements entre
les vap, fluctuations de |||

> Statistiques des vecteurs propres
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Universalité

Selon un schéma classique en probabilités, le comportement
asymptotique de ces objets ne dépend de la loi des [W]; qu’a travers le
2e (parfois le 4e) moment.
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Quelques jalons

logique > pour les niveaux

énoméno

e

> Wigner'57 : modele < ph

: vap d'une grande matrice de

d'énergie de noyaux atomiques lourds

Wigner.

1 7

N—oo

» ;X = loi dite du demi cercle supportée par [-2,2], cvg
universelle

-2

Réalisation pour N = 100
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Quelques jalons

> vap extréme : ||X]| — 2 ssi Ex} < oo [Bai-Yin'88
ij

» Comportement microscopique :
» Dans | — 2,2|, cas gaussien, [Gaudin, Mehta, Dyson (6x')]
Op(1/N), processus déterminantal, noyau sinus
> vaps extrémes, cas gaussien, [Tracy, Widom (9x')]
Op(N~=2/3), processus déterminantal, noyau d'Airy

» Conjecture de Wigner-Dyson-Gaudin-Mehta : le comportement
microscopique est universel
> Résolue complétement par [Erdds, Schlein, Yau] et par [Tao-Vu]
~ 2010.
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Perturbations de rang fixe

w
Y= pw! + —
TN

W /V/N Wigner, v vecteur constant, ||v] =1, p>0

25

p=25

Proche du modele [Baik, Ben-Arous, Péché'05]
> Sip>1,alors | X|| = p+ 1/p, valeur isolée. Sinon — 2

» Résultats sur le vecteur propre associé
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Outils

» Combinatoire, probabilités libres, polynémes orthogonaux, ...

» Un outil trés polyvalent :
Résolvante et transformée de Stieltjes [Marchenko Pastur 67]

Résolvante : Ry(z) = (¥ — z)™* pour 3z > 0.

N
1 ! 1 1 5
ntrRﬂz)w; A,-—z*/x_z“ (d4)

C'est la transformée de Stieltjes de p*. Détermine cette mesure
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Autres modeles symétriques

» [Marchenko Pastur'67] :

1
Y =—_Vvvr
N )

> V e RVXK ou CNXK [V]; iid centrées variance 1
» N, K — co au méme rythme

> ,uz = ump, loi de M.-P.
N— oo

» Diverses variantes corrélées, non centrées, structurées, ...
étudiées

» Comportement microscopique, universalité, ... bien étudiés pour ces
divers modéles.
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Modeles non symétriques / non hermitiens

S
» Modele canonique N x N : ¥ = — ou [S]; iid centrées variance 1

VN

» ;& ——— loi uniforme sur le disque
N—oo

» Probléme compliqué a cause de l'instabilité du spectre d’une matrice
non symétrique. [Ginibre 6x'| (gaussien complexe) ... [Girko'8x] ...
[Tao Vu 2010] (universalité)

» Modeles structurés, lois microscopiques, ...
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Signal et coms : exemples d'application
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Communications sans fil

Exemple fondateur [Telatar 95] :
» V € CV*K canal MIMO aléatoire, N récepteurs, K émetteurs

» [V]; iid centrés variance 1, N, K — oo au méme rythme

» Information mutuelle de Shannon par antenne de réception

1 1

I= N]Elogdet(2+l) :]E/Iog()\+1)uz(d)\) ol XY= NVV*'

—00
= Assise mathématique au phénomeéne capacité croit en O(N)

Extensions, autres voies
» Modeles MIMO ou a accés multiple corrélés / structurés
» Performances récepteurs, contréle de puissance, couverture
cellulaire, ...
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Statistiques multivariées

» Série temporelle Y de dimension N observée sur K échantillons.
Exemple : corrélation spatiale, blancheur temporelle :

Y RY/? 1%
N x K covariance N x K
déterministe  [V];; iid centrés

» But : Inférence statistique sur R :

» Statistiques < classiques > : N fixe, K — oo
~ YY* vv*
R _ _ R1/2 R1/2
K K
> Régime des matrices aléatoires : N, K — oo, K ~ N

= Nouveaux estimateurs

—— R (loi des gds nombres)
K—oo

> Modeles multivariés plus sophistiqués : traitement d'antennes a large
bande, modeles d'état a spectre rationnel, ...
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Estimation de composantes de rang fixe

Généralise le modele Wigner perturbé ci-dessus

Y =A+ X symétrique N x N

> A matrice d'information déterministe, rang(A) < N

» X matrice aléatoire de < bruit >, rang(X) ~ N

Applications typiques :
» Analyse en composantes principales

» Clustering en apprentissage statistique. Information sur les clusters
dans A :
» Stochastic Block Model : & est la matrice d'adjacence d'un
graphe de connexion, nceuds groupés en communautés
» Matrice a noyau : [¥];; = fonction d'affinité entre les attributs
des éléments i et j

» Liens avec la physique statistique quand A est structurée (ex :
sparse)
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Autres applications en apprentissage

Deés que la dimension d'un vecteur d'attributs et la taille de la séquence
d'apprentissage — oo

» SVM en grande dimension
» Neurones artificiels
> .
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Modeles non symétriques

2 matrice aléatoire N x N non symétrique

» Réseaux de neurones naturels ou artificiels : matrice de
connectivité

> Réseaux écologiques (chaine alimentaire dans un écosysteme) :
matrice de couplage entre les especes

Systemes décrits par des équations différentielles

Comportement dynamique
=
vap de ¥, i.e., comportement de ;> et de ||X|
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