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Résumé — Dans cet article, la théorie des grandes matrices aléatoires est utilisée pour étudier 'information mutuelle de Shannon
d’une classe générale de canaux radio MIMO (* Multiple Input Multiple Output ”) & gains aléatoires corrélés. Il existe dans la
littérature une approximation de cette information mutuelle dans le régime asymptotique ou le nombre d’antennes d’émission et
le nombre d’antennes de réception tendent vers I'infini au méme rythme. Cette contribution s’attache a étudier les fluctuations de
I'information mutuelle autour de cette approximation déterministe sous la forme d’un Théoréme de la Limite Centrale. Ce TLC
sert en particulier & approcher d’'une maniere simple la probabilité de coupure (* Outage Probability ), criteére de performance
fondamental dans le cas ou les évanouissements du canal sont lents.

Abstract — In this article, large random matrix theory is used to study Shannon’s mutual information of a general class
of MIMO (“Multiple Input Multiple Output”) radio channels with random correlated gains. In the literature there exists an
approximation of this mutual information in the asymptotic regime where the number of transmitting antennas and the number
of receiving antennas grow toward infinity at the same pace. This contribution is devoted to the study of the mutual information’s
fluctuations around this deterministic approximation in the form of a Central Limit Theorem. In particular, this CLT can be
used to approximate in a simple manner the Outage Probability, which is a fundamental performance criterion in the case where

channel fades are slow.

1 Introduction

Dans un contexte de transmission sans fil ot un grand
nombre de réflecteurs et de diffuseurs se trouvent sur le
chemin des ondes radio, I'utilisation d’antennes multiples
en émission et en réception accroit notablement 'efficacité
spectrale. Dans ce contexte de transmission, il est perti-
nent d’assimiler les éléments de la matrice qui représente
le canal MIMO (“ Multiple Input Multiple Output ”) & des
variables aléatoires. En supposant ces éléments des gaus-
siennes indépendantes et identiquement distribuées (iid),
Telatar a en effet réalisé vers le milieu des années quatre-
vingt-dix que la capacité de Shannon du canal croit se-
lon min(r,t) ot r est le nombre d’antennes en réception
et t le nombre d’antennes en émission, la puissance to-
tale & I’émission étant fixée [12]. Soit H la matrice r x ¢
qui représente le canal MIMO étudié dans [12] et soit
I(p) = EZ(p) la capacité de Shannon par antenne de ré-
ception de ce canal ou Z(p) désigne la variable aléatoire
Z(p) = Llogdet (ﬁHHH + Ir) et p est la variance d’un
échantillon du bruit blanc gaussien additif. Un résultat
classique de la théorie des matrices aléatoires nous dit que
si les éléments de H sont iid, la distribution empirique des
valeurs propres de HHY converge faiblement vers une loi
déterministe quand t — oo et 7/t tend vers une constante
¢ > 0 (tout au long de l'article, “ t — oo ” dénotera ce
régime asymptotique) [9]. En se basant sur le fait que

la capacité par antenne de réception I(p) est l'intégrale
d’une fonction log par rapport a cette loi empirique, il
est alors possible d’établir la convergence de I(p) vers une
constante. Ce résultat précise I'assertion selon laquelle la
capacité croit comme min(r,t) quand ¢ — oo.

Les résultats de [12] ont été ensuite généralisés pour traiter
divers modeles statistiques de canaux décrivant les corré-
lations entre les éléments de H que l’on constate dans la
pratique. Sans étre exhaustifs, citons parmi ces généra-
lisations [6, 7, 4, 10, 13]. Ces travaux exhibent une ap-
proximation V(p) de linformation mutuelle dans le sens
ou I(p) — V(p) — 0 quand t — oo. Notons tout de suite
que V(p) ne possede une expression analytique que dans
quelques cas “ académiques ” dont celui traité par Tela-
tar. En général, V(p) est liée a la solution d’un systeéme
d’équations implicites comme nous le verrons plus loin.
Une question essentielle dans ’étude de 'information mu-
tuelle par I'intermédiaire de la théorie des matrices aléa-
toires consiste a caractériser les fluctuations de la variable
aléatoire Z(p) — V(p). Cette étude prendra la forme d’un
Théoreme de la Limite Centrale (TLC), i.e., on cherchera
a établir le fait que r*(Z(p) —V(p)) —N (b, ©¢) — 0 en loi
quand t — oo ot N'(bs, ©;) désigne une variable aléatoire
gaussienne de moyenne b; et de variance O, et le coeffi-
cient « caractérise la vitesse de convergence. En plus de
I’importance évidente de ce résultat pour juger la validité
de I'approximation V' (p) pour un nombre fini d’antennes,



il fournit une approximation de la probabilité dite de cou-
pure (“ Outage Probability ”) P[rZ(p) < R] ot R est un
débit donné. Rappelons que dans un contexte de faible
mobilité ou les évanouissements du canal radio sont lents,
le critere de performance pertinent est la probabilité de
coupure et non l'information mutuelle I = EZ.

Dans cet article, nous considérons un modele selon lequel
la matrice H se rameéne a une matrice Y a éléments gaus-
siens indépendants centrés et de variances quelconques
(non forcément égales). Ce modele englobe la quasi tota-
lité des modeles MIMO centrés étudiés dans la littérature
des communications radio. Les résultats mathématiques
existants (citons [1, 2]) ne répondent au probléme des fluc-
tuations de Z(p) — V(p) que dans quelques cas particuliers
du modele adopté dans cet article. En ce sens, cet article
apporte une nouvelle contribution a la théorie des matrices
aléatoires.

Le paragraphe 2 est consacré a la présentation du mo-
dele statistique de H et au rappel de 'expression de ’ap-
proximation V' (p) présente dans la littérature. Notre TLC
fera 'objet du paragraphe 3. En particulier, la vitesse de
convergence est a = 1, le biais b; est nul et une expression
compacte de la variance ©, est donnée. Le principe de la
preuve de ce TLC est présenté sommairement dans le pa-
ragraphe 4. La preuve détaillée se trouve dans [8]. Notons
que dans ce dernier article, nous ne nous limitons pas au
cas ot les élements de Y sont gaussiens.

2 Modele de canal et expression
de V(p)

On considére un systéme de communication muni de
t antennes d’émission et de r antennes de réception, et
I’on désigne par H la matrice r X ¢ représentant les gains
complexes entre les différents émetteurs et récepteurs. En
un instant donné, le vecteur y de dimension r regu est
décrit par I’équation

y=Hx+1z

ou z est un vecteur aléatoire gaussien complexe de va-
riance p représentant le bruit thermique, et ol x repré-
sente le vecteur de dimension ¢ transmis par I’émetteur.
En supposant que x soit un vecteur gaussien centré de ma-
trice de covariance Exx = %It, I'information mutuelle de
Shannon du canal par antenne de réception est

1 1
I(p) = =Elogdet (—HHH - IT) .
T pt

Il convient d’évaluer I(p) pour différents modeles statis-
tiques du canal H. Ces modeles rendent compte des cor-
rélations entre les gains du canal dues le plus souvent a
la proximité des antennes au sein des réseaux d’émission
et/ou de réception. Le modele général de corrélation consi-
déré dans ce travail est le suivant [11] : la matrice du canal

s’écrit sous la forme H = F, YF; ou
— Pour un entier donné n, la matrice F,, est la matrice
de Fourier n x n, i.e., la matrice dont I’élément (k, 1)

est exp(2tm(k—1)(I—1)/n)/y/npour k,l=1,...,n

— La matrice Y est une matrice aléatoire dont 1’élé-
ment (k,1) s’écrit Yy = 0 Xy ou les variables aléa-
toires Xj; sont indépendantes et de loi gaussienne
complexe circulaire standard CA/(0,1) et les oy sont
des nombreb réels. Comme E|Yy;|? = 03, le tableau
(akl) ki—1 est appelé un champ de variance.

En d’autres termes, H est la transformée de Fourier & deux
dimensions d’une matrice a éléments indépendants sujette
a un champ de variance. Selon ce modele, les colonnes de
la matrice F,. (resp. de F; = F!) jouent en quelque sorte
le réle de vecteurs de direction d’arrivée (resp. de départ)
élémentaires. L’élément Yy; de Y matérialise le “ trajet ”
vu sous les angles d’arrivée et de départ représentés par la
colonne k de F,. et par la colonne [ de F; respectivement.
Comme les matrices de Fourier sont des matrices unitaires,

i.e., Fan =1, il est clair que logdet (pitHHH + IT) =
log det (#YYH +1

mene & évaluer I(p)

T). Par conséquent, le probléeme se ra-
=EZ(p) ou

1 1
Z(p) = Zlogdet | =YY7 +1,) . 1
(0) = ogdet (YY" 41, )

En général, le calcul direct de I(p) est extrémement dif-
ficile. Afin de contourner cette difficulté, il est pertinent
de chercher une approximation de I(p). Grace & la théo-
rie des matrices aléatoires de grandes dimensions, il se
révele possible de mettre en évidence une quantité déter-
ministe d’expression relativement simple V' (p) telle que
I(p) —V(p) =0 quand t — oo et r/t — ¢ > 0.

Dans toute la suite, nous aurons besoin de I’hypothese
technique suivante :

A1 : Tl existe un réel onax tel que

sup max O'kl <o

t>1 1k<r max

Par ailleurs, nous dirons qu’une fonction complexe g(z)
appartient a la classe S si g(z) est analytique dans le demi
plan C4y = {z € C;im(z) > 0}, si g(z) € C4+ pour tout
z € C4 et si im(2)|g(2)| est bornée dans Cy. Afin de
donner lexpression de V(p), nous avons besoin du résultat
suivant [5, 7] :

Proposition 1 Supposons Al wvraie. Le systéme des r
équations fonctionnelles

gr(z) = L ,

k=1,...,r

akj
—z+ - Zl+ Zz 10139l()
(2)

admet une solution unique (g1(2),--- , gr(2)) pour gi(z) €
S.

Les fonctions gix(z) ainsi définies se prolongent analyti-
quement sur l’ensemble C — [0, 00).

L’approximation déterministe est donnée par le théoreme
suivant :



Théoréme 1 Supposons Al. Soit

1 T
V(p) === log(pgi(-
i=1
i 1~ ,
+ Zlog 1+~ Zazj‘gl(—ﬂ)
j=1 =1

2
1 Z i 07;9i(—p)
rt i=lirj=1:t T+ 5204 Jlegl(_p)
ot les fonctions g;(z) sont définies par la proposition 1.
Alors I(p) — V(p) —=t—o0 0 pour tout p > 0.

Ce résultat se trouve dans [13] et dans [7]. Il se base sur une
description du comportement asymptotique de la distri-
bution empirique des valeurs propres de la matrice YY#?
réalisée par le biais des fonctions g;(z) Le premier résul-
tat relatif a ce comportement asymptotique remonte sans
doute a [5].

3 Fluctuations de Z(p) — V(p)

La quantité rI(p) = rEZ(p) appelée parfois “ informa-
tion mutuelle ergodique ” est la borne supérieure du débit
que le canal H peut théoriquement assurer dans le cas
ou la durée du mot de code est largement supérieure au
temps de cohérence de ce canal. Dans le cas contraire ou le
canal varie peu le long d’un mot de code, 'indice de perfor-
mance pertinent n’est plus 71 (p) mais plutot la probabilité
de coupure P [rZ(p) < R] ou R est le débit visé. Jusque
la, la théorie des matrices aléatoires nous a fourni seule-
ment une approximation V(p) de I'information mutuelle
ergodique. Afin d’évaluer la pertinence de I’approximation
V(p) et en méme temps d’obtenir une approximation de la
probabilité de coupure, on cherche a prouver que dans le
régime asymptotique, la quantité r(Z(p) — V(p)) se com-
porte comme une variable aléatoire gaussienne.

Notre but est maintenant d’étudier le comportement asymp-

totique de la suite de variables aléatoires X; = r(Z(p) —
V(p)) que nous mettrons sous la forme X; = Z; + b, ou
Zy = r(Z(p) — I(p)) est une variable aléatoire qui rend
compte des fluctuations de rZ(p) autour de sa moyenne et
by = r(I(p) — V(p)) est un terme déterministe qui repré-
sente un biais. La contribution de ce travail est la suivante :

Théoréme 2 Soit la matrice Y = [Yi] de dimensions
r Xt ou Yy = 0, Xk, les variables aléatoires {Xkl}kz 1
étant indépendantes de loi CN'(0,1). Soit G la matrice
diagonale r X 1

G =diag([91(=p),---,9-(=p)])

ot les fonctions gi sont définies par la proposition (1) et
C; les matrices diagonales r X r

C, = diag ([o7), - . .,
Supposons Al et

o)) pour l=1,...,t

A2: max (hmllnf 1%121‘ n Z Ol s

liminf min — E o3
t>1 1<k<r m

Soit A la matrice de taille t X t définie par

t
1 1tr(CC,G?)
t(1+tr(Ca)?|,, |

Alors les résultats suivants sont vrais :
— Le réel ©; = —logdet (I, — A) est bien défini et

0< 1imtinf@t <limsup©; < oo .
t

— Soit la suite de wvariables aléatoires Zy = r(Z(p) —
EZ(p)) ou Z(p) est donnée par (1). Alors

Zy
0,1 loi .
\/@_t t—o0,r/t—c>0 N( ) ) en lol
— Le biais by = r(EZ(p) — V(p)) ou V(p) est donnée

dans U'énoncé du théoréme 1 satisfait

by 0.

t—oo,r/t—c>0

Ce théoreéme nous dit en résumé que r(Z(p) — V(p)) peut
étre approchée dans le régime des grandes dimensions par
une variable aléatoire gaussienne N (0, ©;).

Remarques

— L’énoncé du théoreme 2 ne met aucune restriction sur
la structure du champ de variance (0%;). Dans la litté-
rature, des résultats sur les fluctuations de 7(Z(p) —
V(p)) existent dans le cas dit de Kronecker (ou sé-
parable) olt 07, admet une factorisation de la forme
o7y = 0 107, Citons & ce propos [10] et [6]. Dans le
cas séparable, le systéme de r équations (2) se ramene
en un systeme a deux équations et la variance est de
la forme ©; = —log(1—£&(p)) ot £(p) est une quantité
scalaire facile a calculer.

— Le théoreme 2 admet une généralisation pour le cas
ol les éléments de Y ne sont pas nécessairement gaus-
siens [8]. Il serait utile de noter qu’en ce cas on a tou-
jours a = 1 mais on constate ’apparition d’un biais
(by # 0) et d’un facteur correctif pour la variance Oy,
tous deux proportionnels au cumulant d’ordre quatre
des Xj;. Nous ne nous attardons pas sur ce dernier
point dans la présente contribution au vu de son im-
portance limitée dans le contexte des communications
sans fil qui nous intéresse ici.

4 Principe de la preuve du th.2

Nous terminons par quelques indications sur la preuve
du théoreme 2. Nous nous intéressons a la variable aléa-
toire Zy = r(Z(p) — EZ(p)). Désignons par y; la colonne [
de la matrice Y et notons par [E; 'espérance conditionnelle
E;[.] = E[l|lyi,---,¥yt]- Nous pouvons écrire

t
— Z (E; — Ei41) log det ( YYH +1 ) def ZVVl
=1

=1

ol nous posons E;;; = E. Par construction, la suite des
variables aléatoires (Wy, Wi_1,..., W7) est une suite d’in-
créments de martingale par rapport a la suite de tribus



o(yt),--,0¥t,---,¥y1) (¢f [3]). Le comportement asymp-
totique de la somme Z; = ), W, peut alors étre caracté-
risé par le biais du TLC pour les martingales [3, Ch. 35].
Nous commengons par remanier les expressions des Wj.
Désignons par Y; la matrice Y privée de la colonne y;. A
I’évidence, nous avons

1
(B; —Eiq1) [1ogdet <EYIHYZ + Itlﬂ =0
Par conséquent, comme det(BBY + 1) = det(B”B + 1),
W, s’écrit

det (ﬁYHY + It)

W, = (E; —Ej41)log

det (LY[1Y1+Ti1)

def det =
= E — E 1 e — .
(Ei — Ei41) log <detEl>
a bf
En rappelant que det b B | Rousavons

—_ — ||ylH2
detE = (det = - 41
e (e l)( "

Hy, (1 LyH
_ Y r —YPY, +1 Xy
pt pt pt

En utilisant la relation I-B (BB +1) ' B# = (BB +
I)~!, nous obtenons

1
Wi = (E; — Ei41) log (1 + EYiHQzYz) (3)

ol QQ; est la matrice résolvante Q; = (%YlYlH + pIr)fl.

Un résultat fondamental qui remonte & [9] (voir aussi [2,

5, 7, 8]) nous dit en deux mots que si X est un vecteur

aléatoire r x 1 dont les éléments sont centrés iid de va-

riance 1 et si B est une matrice hermitienne r x r indépen-
1

dante de x, alors 1(xBx — tr(B)) — 0 quand ¢t — oo.

Par définition, y; s’écrit y; = Cll/le ou la matrice C;
est définie dans 1’énoncé du théoreme 2, x; est un vec-
teur a éléments iid centrés et x; et Q; sont indépendants.
Par conséquent, %ylHQlyl est proche de %tr(ClQl) pour
t grand. Par ailleurs, comme

1
(Ei — Ei41) log (1 + Etr(ClQl)> =0,
léquation (3) se rééerit Wy = (E; — Ej11) log(1 + ;) ou
1 (v Quyr — tr(CiQu))
1+ %tr(ClQl)
est une petite quantité pour ¢t grand. En utilisant ’ap-

proximation log(1++;) & ~; et en constatant que E; 1, =
0, nous avons finalement

Wy = Eyy .

Afin d’établir le TLC, nous travaillons sur la somme d’in-
créments de martingales Zle E;v;. Les propritétés des ré-
solvantes Q; ainsi que leurs liens avec la matrice G définie
dans I’énoncé du théoreme 2 jouent un roéle fondamental
dans cette étude.

L’utilisation de la méthode des martingales pour I'étude
des fluctuations de fonctionnelles de matrices aléatoires a
été initiée par Girko. Cette technique est également utili-
sée dans [2].

=
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