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Thème –Probl̀emes inverses, restauration et reconstruction, bio-ingéníerie et sciences de la vie

Problème traité –Estimation d’un spectre de corrélationT1 − T2 en ŕesonance magnétique nucĺeaire 2D.

Originalit é – Exploitation de la structure du problème de RMN 2D permettant d’éviter les approximations proposées ŕecemment par Van-
kataramananet coll.. Proposition d’une ḿethode de reconstruction fondées sur le maximum d’entropie, et comparaison de deux algorithmes
d’optimisation d́edíes, l’un correspondant̀a une modification de l’algorithme classique dû à Skilling et Bryan ; l’autreà un algorithme de
gradient conjugúe non lińeaire dont l’́etape de recherche de pas tient compte du terme d’entropie.

Résultats –Application originale de la ḿethode du maximum d’entropièa la reconstruction 2D en RMN. Traitement de données synth́etiques
et ŕeelles issues de l’analyse de produits agro-alimentaires.

1 Introduction

La spectroscopie par résonance magnétique nucĺeaire (RMN) est utiliśee dans le domaine agro-alimentaire pour déterminer
la composition (teneur en eau ou matière grasse) et accéder à des informations structurales auxéchelles microscopique ou
moléculaire. D’une façon ǵeńerale, les mesures sont basées sur la ŕealisation d’enregistrements des temps de relaxation,T1 et
T2 de façon ind́ependante. Des travaux ont démontŕes que la mesure couplée de ces param̀etres permettait un accroissement de la
robustesse du calcul mais aussi une mise enévidence de couplages entreT1 et T2 aidant notablement̀a leur interpŕetation [1, 2].
Toutefois la ŕealisation de mesures couplées implique de disposer d’une méthode de traitement des spectresà 2 dimensions. Cet
article pŕesente une ḿethode baśee sur le Maximum d’Entropie pour l’estimation d’un spectrede corŕelation 2D. Le signal mesuré
depend̀a la fois de la duŕeet1 correspondant au temps laissé au spin pouŕevoluer vers sa position d’équilibre (relaxationT1) et de
l’instant t2 d’enregistrement de l’amplitude de l’écho RMNà t1 fixé. Le mod̀ele d’observation [2] relie ce signal RMN 2D, noté
Y (t1, t2), à la distribution des populations de molécules en fonction des temps de relaxationT1 etT2, not́eeS(T1, T2). Ces temps
de relaxation caractérisent la dynamique des molécules en fonction det1 et t2 respectivement. Ce modèle s’exprime par :

Y (t1, t2) =

∫∫

k1(t1, T1)S(T1, T2) k2(t2, T2) dT1 dT2 + E(t1, t2) (1)

avec des noyauxk1(t1, T1) = 1−e−t1/T1 etk2(t2, T2) = e−t2/T2 . Le bruit de mesureE(t1, t2), est suppośe i.i.d. gaussien centré.
Après discŕetisation, le mod̀ele s’́ecrit sous la forme matricielle :

Y = K1SKT
2 + E K1 ∈ R

m1×N1 ,K2 ∈ R
m2×N2 , Y ∈ R

m1×m2 ,S ∈ R
N1×N2 (2)

où m1,m2 repŕesentent le nombre de points de mesure ent1, t2 etN1, N2 la taille de la grilleT1, T2.
L’objectif du traitement est d’estimer le spectreS à partir deY en utilisant le mod̀ele (2) et sous la contrainteS > 0 (au

sens òu tous leśeléments deS sont non-ńegatifs). Ce problème de reconstruction estéquivalent̀a une inversion nuḿerique d’une



transforḿee de Laplace 2D, qui est très instable en raison du mauvais conditionnement des matricesK1 etK2 [2]. Afin d’obtenir
une solution ŕegulariśee, les ḿethodes existantes minimisent classiquement un critère d’ad́equation aux donńeesC(S) augment́e
d’un terme de ṕenalisationR(S), sous contrainte de positivité :

min
S>0

L(S) = C(S) + βR(S). (3)

Le bruit étant suppośe gaussien,C(S) est un crit̀ere de moindres carrésC(S) = 1
2‖Y −K1SKt

2‖
2
F où ‖.‖F repŕesente la norme

de Frobenius. Comme le spectre RMN 2D correspondà une distribution de populations de molécules, une ṕenalisation de type
maximum d’entropie [3] nous paraı̂t adapt́ee. Une ḿethode de reconstruction fondée sur le maximum d’entropie a d’ailleursét́e
préćedemment proposée en RMN 1D [4].

Une autre difficult́e concerne la dimension du problème. En effet, les ḿethodes existantes requièrent la ŕeécriture du mod̀ele
direct sous la forme [2, 5] :

y = Ks + e, y = vect(Y ), s = vect(S), e = vect(E) , K = K1 ⊗ K2 (4)

en notantvect la transformation matrice-vecteur dans l’ordre lexicographique et⊗ le produit de Kronecker. Ńeanmoins, ces
méthodes ne sont plus applicables dès lors que la taille du problème augmente. En effet, une configuration typique en RMN est
m1 = 50, m2 = 10000 et N1 × N2 = 200 × 200, ce qui conduit̀a une matriceK de 2.1010 éléments. Pour contourner ce
probl̀eme, [2] applique une décomposition SVD tronqúee aux matricesK1 et K2 pour ŕeduire la taille de la matriceK. Or cette
troncature est source de perte d’informations et peutêtreévitée. En effet, l’́evaluation du gradient et du hessien du critère peut̂etre
réaliśee avec une complexité ŕeduite en tirant profit de la structure de la matriceK, comme indiqúe en fin de section 2.

2 Résolution du problème d’optimisation

Méthode de Bryan et Skilling. La méthode propośee par Skilling et Bryan [6] se fonde sur une approximation quadratique du
critère dans un sous-espaceDr de dimensionr engendŕe à chaque it́erationk par Dk = [d

(1)
k . . . d

(r)
k ]. Les vecteursd(j)

k sont

définis pard(1)
k = φk(∇L(sk)) et par la ŕecursiond(j+1)

k = φk(∇2L(sk)d
(j)
k ), j > 1, φk étant une fonction d’échelle prenant en

compte la positivit́e. L’équation de misèa jour des est alors donńee par :

sk+1 = sk +

r
∑

j=1

ξ
(j)
k d

(j)
k = sk + Dkξk. (5)

Lesξ
(j)
k résultent de la minimisation d’une approximation quadratique du crit̀ereL(s) au pointsk. Ils sont solutions de

(

Dt
k∇

2L(sk)Dk

)

ξk = −Dt
k∇L(sk). (6)

Cet algorithme peut̂etre vu comme un algorithme de descentesk+1 = sk + αkδk dans lequel la direction estδk = Dkξk et
le pasαk est fix́e à 1. Cependant, le choix d’un pas unitaire ne garantit pas la décroissance du critère, ni m̂eme le respect de la
contrainte de positivit́e. En pratique, si l’application de (5) fournit des composantes ńegatives, elles sont remplacées par une petite
valeur positiveǫ, mais la d́ecroissance du critère n’est pas non plus respectéeà l’issue de cette oṕeration.

La variante que nous proposons diffère de celle de Skilling et Bryan sous deux aspects. D’une part, un test portant sur la
décroissance du critère est effectúe, et une valeur de pas assurant la décroissance est adoptée dans la directionδk si ce test est
négatif ; la formule de pas utilisée est issue de travaux récents d́etaillés dans [7]. D’autre part, nous suggérons de śelectionner̀a
chaque it́eration la valeur der la plus favorable en terme de décroissance du critère, plut̂ot que de fixerr à une valeur constante.
En effet, nous avons constaté que le comportement et l’efficacité de la ḿethode de Skilling et Bryan dépendait de façon critique
du choix der, et qu’il était difficile d’anticiper le meilleur choix. D’autre part, la strat́egie que nous proposons n’entraı̂ne pas
d’augmentation du côut de calcul par it́eration,à condition de tirer parti de l’emboı̂tement des matrices normales des systèmes
linéaires (6)̀a inverser quandr varie.

Méthode du gradient conjugúe non-linéaire. D’après [8, p. 1022], la convergence mathématique de l’approche de Skilling et
Bryan restèa prouver. Pour cette raison, nous proposons une autre famille d’algorithmes construits sur une base théorique plus
solide, et plus sṕecifiquement un algorithme de gradient conjugué non-lińeaire, utilisant une direction de descente donnée par :

dk = −ck sign(gt
kck) avec ck = −gk + βkdk−1 (7)

où βk est le coefficient de conjugaison. La miseà joursk+1 = sk + αkdk nécessite la recherche d’un pasαk s’approchant du
minimiseur de la fonction scalaireℓ(α) = L(sk+αdk). Dans le cas du maximum d’entropie,ℓ(α) (ou l’oppośe de sa d́erivée) tend



vers l’infini lorsqueα se rapproche dēα, plus petite valeur du pas pour laquelle une composante du vecteursk + ᾱdk s’annule.
Or la pŕesence de cette barrière nuità l’efficacit́e des ḿethodes classiques de recherche de pas, telles que le backtracking, la
dichotomie et l’interpolation cubique. C’est pourquoi nous avons appliqúe une strat́egie de pas fond́ee sur la th́eorie des algorithmes
Maximisation-Minimisation (MM) [9, 10]. Dans le cas d’une barrière logarithmique, la minimisation d’une fonction majorante de
la forme :

hk(α, α′) = ℓ(α′) + (α − α′)ℓ̇(α′) +
1

2
mk(α − α′)2 + γk

[

(ᾱ − α′) log
(

ᾱ − α′

ᾱ − α

)

− α + α′

]

(8)

estétudíee dans [7]. Les résultats assurent la convergence de l’algorithme GCNL versla solution de (3) dans le cas de l’entropie
de Burg, pour diff́erentes formes de conjugaisons.

Mise en œuvre. Les algorithmes proposés peuvent̂etre appliqúesà la reconstruction d’un spectre RMN 2D sans la réduction
de dimension sugǵeŕee par [2]. En effet,̀a l’aide d’oṕerations matricielles ne nécessitant pas la matriceK, le gradient du crit̀ere
d’adéquation aux donńees et le produit hessien-vecteur s’expriment par :

∇C(s) = vect(−Kt
1(Y − K1SKt

2)K2) et ∇2C(s) · v = vect(Kt
1K1V Kt

2K2) (9)

où V est la transformation vecteur-matrice dev.

3 Résultats exṕerimentaux

Des tests pŕeliminaires sur des données synth́etiques nous ont permis de valider les méthodes d’optimisation proposées. Nous
avons ensuite appliqué ces deux ḿethodes pour estimer des spectres de corrélationT1 − T2 des moĺecules d’eau d’uńechantillon
de tissu v́eǵetal. Les mesures ontét́e effectúees pourm1 = 50, m2 = 10000 et la reconstruction áet́e ŕealiśee pourN1 = 200,
N2 = 200. L’algorithme de Bryan et Skilling est utilisé avec pour ṕenalisation l’entropie de Shannon. Pour l’algorithme GCNL,
nous avons retenu l’entropie de Burg car les conditions de convergencéenonćees dans [7] ne sont pas respectées dans le cas de
l’entropie de Shannon. En choisissant correctement les paramètres de ŕegularisation, les deux spectres obtenus sont très similaires.

L’analyse du comportement des algorithmes amène plusieurs conclusions. D’une part, la variante de l’algorithme de Skilling
et Bryan est aussi rapide que la formulation classique dans sa version la plus rapide (c’est-à-dire optimiśee empiriquement en
fonction der). De plus, elle permet d’assurer la décroissance du critère, donc un comportement plus régulier, ce qui faciliterait une
analyse math́ematique. En comparaison, l’algorithme GCNL est sensiblement plus lent, environ d’un facteur trois. Néanmoins, le
potentiel d’acćelération reste important, sans pour autant remettre en causel’analyse th́eorique de convergence. En particulier, un
algorithme de type L-BFGS serait utilisable d’après [7]. De plus, l’utilisation d’un pŕeconditionneur exploitant la structure de la
matriceK = K1 ⊗ K2 est sans doute un point crucial,étant donńe le mauvais conditionnement du problème. Nous poursuivons
actuellement nos travaux dans cette direction.
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