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Echantillonnage et signaux a temps discret.
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Motivation

signal de
échantillonneur quantificateur

mot binaire

parole x(t)

Questions.
e Comment choisir 7T, ?

T, période d’échantillonnage, F, = TL fréquence d’échantillonnage.
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Reformulation.

20 30

25
t en multiple de Te

Peut-on reconstituer de facon unique la courbe bleue a partir des points rouges 7
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Théoreme de Shannon.

Soit z(t) un signal de bande passante [—B, B]. Alors, si T, < % < B < %, la
fonction x(t) est définie de facon unique par la suite (x(nT.)),cz. De plus,

x(t) =

x(t) est la seule courbe suffisemment douce passant par les points (z(n7,))nez.
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Preuve du théoreme de Shannon I.

Basée sur la formule sommatoire de Poisson. Formule fondamentale qui possede

son intérét propre.

Soit x(t) une fonction et X (f) sa TF. Alors:

T.) x(nT.)e > Te =3 "X (f - Tﬁ)

nez keZ
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Preuve du théoréeme de Shannon I1.

ZkEZ (f — Tﬁ) T, Znezx(nT) —2imn fT.

IX(f+1/T_e)l X(f-1/T_e)|

AANINA A NATA

-3/2T_e

X(F) =Y () sur [ 5. 5
=[5 X(DEmItaf = [T ¥ (e

On remplace Y (f) par son expression = formule d’interpolation de Shannon.
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Application aux convertisseurs numeériques analogiques 1.

Comment générer concretement le signal () a partir de la suite (x(nTe))nez.

Soit h(t) une fonction telle que

qj h(t) _ sin(wt/T)

Tt

, on retrouve la formule de Shannon.
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Application auzr convertisseurs numeériques analogiques I1.

Principe général.

Filtrage passe—bas

M?se en forme de la \sum_n x_a(nT_e) g(t-nT_e)
suite x_a(nT_e) par K(f)

un créneau.

K(f) G(f) = 1 sur [-B, B]

K(f) =0 hors de [-1/2T_e,1/2T_e]
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Signaux a temps discrets. Généralités

Signal a temps discret = suite (,,)nez.

Exemple typique : x, = x4(nT.) ol x,(t) est un signal a temps continu et T, sa

période d’échantillonnage.
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Signaux a temps discrets. Transformée de Fourier, 1

X(f) la transformée de Fourier de (z,,)nez est la fonction définie sur [—3, 1] par:

X(f) _ Z xne—2i7rnf

nez

La variable f est appelée fréquence normalisée.

Esipe 2
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Signaux a temps discrets. Transformée de Fourier, 1

Justification de 'expression fréquence normalisée.
Tn, = Tq(nT,) ol z4(t) est de bande passante [—B, B] et B < 5.

Grace a la formule de Poisson :

XQ<V) _ Te Z xne—%ﬂnVTc siveE [_ 1 1 }

2T, 2T,
nez

On pose alors f = V1T, = # qui appartient a [—1/2,1/2] :
X(f) — FeXa<fFe) si f € [_1/271/2]

Aux renormalisations pres, TF du signal a temps discret (z4(nTe)nez = TF du

signal a temps continu x, ().
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Quelques propriétés de la TF.

Philosophie : mémes types de propriétés que la TF des signaux a temps continu.

X(f) =TF de x = (Tn)nez
° T, = f_152 X (f)e* I df pour tout n
o TF de (xp—p,)nez = 2™/ X (f)
o TF de e2™fo = §(f — fy)
Si x est réel, X(—f) = X(f)*

Si x est réel, x,, = f1/2

_1/2 X (f)e*mnldf = f1/2 )cos(2mnf + ¢(f))df avec
@ewm,

—2im Y. nape 2™ = —2ir TF signal (nx,)nez

Esipe 2

12/43



/@/\;VERSITE

e Yarme-la\illée Ph. Loubaton

Filtrage des signauzr a temps discret I

Produit de convolution de signaux a temps discret x et y: z =z xy :
“n — Z LeYn—k

Meémes propriétés que dans le cas des signaux a temps continus: en particulier;
TF de (x*y)n = X(f)Y (f)

On a aussi

TF de z,y, = (X *Y)(f)
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Filtrage des signauxr a temps discret 11

Yn = (h * x)n = ZkGZ Ay

x est I’entrée du filtre, y la sortie du filtre, et h est sa réponse impulsionnelle.

e Filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF) si seuls un nombre fini de hj sont

non nuls

e Filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII) dans le cas contraire

Filtres le plus souvent causaux, hy = 0,k <0, y, = (hxx), = ZZ:S X —k
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Filtrage des signauzr a temps discret 111

H(f) = 3,20 hie 27k est 1a fonction de transfert.

Relation d’entrée / sortie dans le domaine fréquentiel :

Meéme utilisation que les filtres a temps continu : couper des bandes de fréquences.
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Filtrage des signauzr causauz.

Filtre causal, i.e. la réponse impulsionnelle h est un signal causal, i.e. h,, = 0 si
n < 0.

On met a l'entrée du filtre un signal causal u, et on appelle y le signal de sortie qui,
par définition est le produit de convolution de u avec h. y est causal et est donné
par

n

Yn — (h*u)n — thun—ka n >0

k=0
En terme de transformée de Fourier Y (f) = H(f)U(f)
est la fonction de transfert du filtre.

Question importante: pour calculer y,, a chaque instant n via la formule (11), il
semble qu’il faille en général effectuer n opérations. Ceci n’est évidemment pas
envisageable. C’est la raison pour laquelle on ne considere en pratique que des
filtres pour lesquels on peut calculer y,, a chaque instant n en faisant un nombre
d’opérations indépendant de n. Ces filtres sont ceux dont la fonction de transfert

H(f) est une fraction rationnelle de la variable e =27/,
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Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Ce sont les filtres pour lesquels tous les coeflicients (hj)r>0 au dela d’'un certain
entier K sont nuls: hy =0si k > K.

Sin > K, I’équation (11) se met sous la forme:

K
k=0

Le calcul de y,, nécessite donc (K + 1) opérations pour tout n > K. La fonction de
transfert du filtre H(f) est le polynoéme de la variable e 2"/ donné par
H(f) = Ziio hie~2™*/ qui est bien une fraction rationnelle de e=2"/,
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Filtres récursifs a réponse impulsionnelle infinie (RII)

Exemple simple: filtre d’ordre 1

(un)n>0 étant le signal causal d’entrée, on définit la sortie (y,),>0 comme le signal

causal vérifiant pour tout instant n > 0 I’équation

Yn — QY1 = Up (3)

Comment calculer y,, pour chaque n 7

e Initialisation: pour n = 0, (13) donne yg = ug car y_; = 0 du fait de la
causalité de y.

Pour n =1, (13) donne y; — ayg = u1, d’'ou y1 = ayy + u1.
Pour n = 2, meme chose, yo = ay; + us.

Yo, - - -, Yn—_1 ayant été préalablement calculés, on évalue y,, par

Yn = AQYp—1 + Up.

Et on continue

Esipe 2
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A chaque instant n, le calcul de y,, nécessite donc de mettre en oeuvre 1
multiplication (celle de y,,_1 par a) et une accumulation (ajouter u, a ay,_1). On
convient souvent de considérer qu’une multiplication et une accumulation font une

opération. On parle d’implémentation récursive.
En conclusion, il faut 1 opération pour calculer vy, pour chaque valeur de n.

Pourtant, nous allons voir dans le transparent suivant que la réponse
impulsionnelle du filtre transformant u en y est la suite causale hy = a* pour tout

k. Dans ces conditions,

_ n k
Yn — Zk:() a " Un—k

Si on calculait y,, directement comme cela, il faudrait a chaque instant n faire n
opérations. L’implémentation récursive rend donc possible la mise en oeuvre

pratique de ce filtre d’ordre 1.
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Calcul de la fonction de transfert et de la réponse impulsionnelle

Comme ¥y, = ay,_1 + u, pour tout n > 0, la transformée de Fourier du signal de
gauche est égale a la transformée de Fourier du terme de droite. En utilisant la

propriété que la transformée de Fourier du signal retardé d’une unité y,,_1 est égale
a e 2mSY (f), on obtient que Y (f) = ae 2™/ Y (f) + U(f) c’est-a-dire

V()= i U (1

On en déduit que

H(f) = ——

1 —qe—2inf

Pour retrouver la réponse impulsionnelle, il faut développer H(f) sous la forme
H(f) =320 hpe 2*7f Tci, il est clair que

L =3 ke 2TS g |ae2"F| < 1, cest-a-dire si |a] < 1.
1—aqe—2i7f k=0 ’

Par conséquent, hj, = a* pour tout k& > 0 si |a| < 1.
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Cas général

La sortie (yy,)n>0 est définie comme la suite causale vérifiant I’équation récursive

Un + D pey GklYn—t = > —_gbiuy,—; Comment calculer y,, pour tout n ?

e Initialisation yg = bguyg

® yi,...,Yn—1 ayant été calculé on évalue y, par

p

q
Yn — — Z AkYn—k | T Z biup—i

k=1 =0

e La mise en oeuvre du filtre nécessite donc p + ¢ + 1 opérations
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Fonction de transfert

On écrit que les transformées de Fourier des signaux (y, + ZZ:1 ArYn—k)n>0 €t
(Z?:o bty —i1)n>0 coincident.

On obtient donc

p q

Y() 4+ are Y (f) = bie ' U(f)

ce qui donne

H(p) - i
— 1 n 2221 ake—Zikﬁf

H(f) est bien une fraction rationnelle de e=2!"/. En conclusion:

Les filtres que 'on implémente en pratique sont ceux dont la fonction de transfert

H(f) est une fraction rationnelle de e~/

22/43



/@/\;VERSITE

e Yarme-la\illée Ph. Loubaton

Eremple d’application du filtrage numérique 1.

Implantation numérique d’un filtrage analogique.
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FEremple d’application du filtrage numérique 11.

Difficile,cher, et peu flexible de mettre en oeuvre un filtre analogique H, (f)
Le remplacer par :

[ ]
e Filtre numérique tel que H(f) = H,(fF.)

e Conversion numérique / analogique de la sortie

Esipe 2 24/43
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Justification

Yn = Yo (nT,) équivaut a dire que Y,(v) = T.Y (vT,) du fait de la formule de Poisson

I1 suffit donc de vérifier que si H(f) = H,(fFe), alors Y, (v) =T.Y (vT.) ou de
fagcon équivalente que Y (f) = F.Y,(fF,)

e On a X,(v)=T. X (V1) ou encore X(f) = F. X,(fFe).
o Yo(v) = Ho(v)Xa(v) et Y(f) = H(f)X(f)
o H(f) = H,(fF.) implique Y (f) = Ho(fFe)Fe Xo(fF:) = F.Y(fF)
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Transformée en z des signaux causaux.

Motivation: beaucoup de signaux n’ont pas de transformée de Fourier

Exemple typique: échelon unité d’Heaviside a temps discret défini par
T,=0n<0,7Y,=1,n>0

Définition

e r un signal causal, i.e. x,, =0,n <0, ou x,, = z,,T,, pour tout n

o X(2)=2(x)(z) =>.,_yxnz " ol z est complexe

e Sauf cas pathologique, la somme définissant X (z) est bien définie (convergente)

si |27t est assez petit, ou si |z| est assez grand.
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Ezxemples a savoir par coeur

do=1etd,=0sin#0, Z2(5)(z)=1

Z(T)(2) =3 20 Trz™™ =300 (27" égal 4 —— = Zo si 2] > 1.

Ty, =c"YT,, X(2) = z:i% T = ::E) (cz_1>n égal & —— =
|2 > ||

T, =nc"T,, X(z)= (ZE—ZC) voir lien transformée en z et dérivation pour une

justification

Remarques

e Sur ces exemples: les transformées en z sont des fractions rationnelles de z, et ¢

apparait comme pole de X (2)
e On peut vérifier que 3722 |z,,| < +oo si et seulement si |¢| < 1.

e C(ette constatation s’avérera généralisable a tous les signaux dont les

transformées en z sont des fractions rationnelles.
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Propriétés de la transformée en z

Linéarité: Z(ax + By)(z) = aX(z) + BY (2)

Influence d’un retard entier ng > 0 sur le signal, y,, = z,,_pn,, qui
remarquons-le, est nul si n < ng: Y (2) = 27" X (2), la multiplication par 2!

équivaut a un retard d’une unité de temps.
’ ya . dX(Z) - +OO -n
Transformée en z et dérivation, —z=2~ = > '~ nx, 2

Transformée en z et produit de convolution: si x et v sont 2 signaux causaux,

y = x x u est un signal causal, et pour n > 0, on a

Yy, = Z Tk Up—f = Z Uk Tn_k, Y (2) = X (2)U(2) (6)
k=0 k=0

lim, 100 X(2) = x0

Lien transformée de Fourier / transformée de Laplace: si Z:i% |z, | < 400,
X(f)=>,_gxne 2™ = ((Z(x)(2)),_.2i-s- Noter 'abus de notation
X(f) = X (e?™)) car on a noté la transformée de Fourier et la transformée en z

de la méme facon.
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Propriétés de la transformée en z, suite

Retrouver le signal a partir de la transformée en z si X (z) = i Ez %

fraction rationnelle de z

Remarque: x causal implique deg(P) < deg(Q) car sinon, X (z) tendrait vers
I'infini quand z — 400, ce qui serait contradictoire avec lim,_, . X (z) = zg

Faire une décomposition en éléments simples de X (z), voir les calculs faits en

cours
Propriété importante: si les (¢;) sont les poles de X (z),

+o0
Z |z,| < 400 <= |¢;| < 1, pour tout ¢

n=0

29/43



/@/\;VERSITE

e Yarme-la\illée Ph. Loubaton

Rappels sur la décomposition en éléments simples.

X(z) = ggz% fraction rationnelle avec deg(P) < deg(Q)
Poles de X (z) = zéros de Q(z)
Si ¢ est un pole de X(z):
e c est qualifié de pole simple, ou de pole d’ordre de multiplicité 1, si
Q(z) = (2 — 0)Q1(z) avec Q1(c) # 0
e c est qualifié de pole d’ordre r, ou de pole d’ordre de multiplicité r, si

Q(Z) — (Z - C>TQT(Z) avec QT(C) # 0
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Rappels sur la décomposition en éléments simples.

Cas ol X(z) n’a que des poles simples

On suppose que les poles de X (z) sont simples. Soient ¢y, ..., ¢, ces pOles

Proposition: Il existe des constantes u, A1, ..., A, tels que X (z) se décompose sous

la forme

Y
zZ — Ck

— A
X(z):,u—{—z ©_ pour tout z € C
k=1

1 € R et pour chaque k, A\ e Rsicp € Ret \p € Csic, € C.

Calcul des coefficients A1, ..., A\, expliqué dans le cadre d’exemples a suivre pour

éviter des formules un peu lourdes.

Pour calculer u, on dit que (8) étant vérifié pour tout z, la limite quand z — 400
de X (z) est égale a la limite du terme de droite de (8).
Ak

Z—CL

p=1lim, . X(z) =z car pour chaque k, —0siz— 40
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Rappels sur la décomposition en éléments simples.

Cas ou X(z) peut avoir un ou des pdles multiples

Supposons qu'un pole ¢ soit d’ordre 2

Le terme di a ¢ dans la décomposition en élément simple est du type:

Supposons qu’un pole ¢ soit d’ordre 3

Le terme di a ¢, dans la décomposition en élément simple est du type:

Ak, 1 Ak,2 Ak,3
zZ—Ck z—cCp z—cg )3

Supposons qu’'un pole ¢ soit d’ordre r

Le terme dii a c; dans la décomposition en élément simple est du type:

Ak, 1 Ak,2
zZ—Cp z—Cp)

+( 2+(

z—cCp)
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Cas ou X (z) n’a que des poéles simples

X(2) = (z—c1)(z—ca) -

po=1lim, o X(2)=0, X(z) =2

zZ—Cq

Calcul de )\
e On multiplie (9) a gauche et a droite par (z — ¢1)
) (Z — Cl)X(Z) = % = )\1 + (Z — Cl) Zi202

e On prend z = c; dans cette derniere égalité

o )\ = 2 — [(z —c1) X (2)]

c1—C2 z=C1

On fait de méme pour Ao : Ay = [(2 — ¢2) X (2)] — btca

Z=C2 co—C1

Esipe 2

Ph.

Loubaton
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Calcul du signal x

Pour ¢ = 1, 2, calcul du signal dont X;(z) = zi—

7

est la transformée en z

° zci =Yi(z) = Z(yi)(2) avec y; o, = I T,

e 110)

Multiplication par z~! de la transformée en z, équivaut a un retard d’une unité

de temps
o Z_lci = Z(x;)(2) avec x; , = Yin—1,
© T, = c?_lTn_l
X(z) = MX1(2) + Ao Xo(z) implique z,, = Ay 1., + A2 T2y

—1 —1
e T, = )\ CTf Y,—1+ X Cg Y, 1

° a:oz()et;vn:)\lc?_lnt)\gcg_l sin>1

Bien vérifier que 3272 |2,| < 400 a lieu si et seulement si |¢;| < 1 pour i = 1,2,

voir propriété (7)
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Exemples

Cas ou X(z) a un poéle double

X(z) = (Z_ng—(bz_@)a p=mxg=0

Dans ce cas, la décomposition en éléments simples se met sous la forme

z+0b A1 A1.2 A2
X p— p— ! ’
(2) (z—c1)?(z—c2) z—01 * (z —c1)? * 2z — Co

e Ny =[(2—c)X(2)],_., = [ 2+b L_C _ cotb

(z—c1) co—cC1

® \j o= [(Z — 01)2)((2)}2:61 — [ z+b LZCl _ citb

(z—ca) c1—cCo

o d% ((z—1)*X(2)) = [d% ()\1,2 +A1(z—c1) +(z—a)?

e En prenant z = c¢;: A\ = [d% ((Z — Cl)zX(Z))}

Z=C1

Esipe 2
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Suite pole double

ﬁ < nctY,, donc

L 5o é(n )M = (=1,

(z—c1)?

Finalement, on trouve que

Ty = )\1,2 (TL — 1) C?_ZTn_l —+ )\1,1 C?_lTn_l + Ao Cg_lTn_l, ou encore

ro=0et z, = A1 2 0717’_1 + A1 (n—1) c?_Q + Ao cg_l pour n > 1

Remarquer de nouveau que Z:i% x| < +00 a lieu si et seulement si |¢;| < 1 pour

i = 1,2, voir propriété (7)
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Filtrage des signauzr causauz.

Filtre causal, i.e. la réponse impulsionnelle h est un signal causal, i.e. h,, = 0 si
n < 0.

On met a 'entrée du filtre un signal causal u, et on appelle y le signal de sortie qui,
par définition est le produit de convolution de u avec h. y est causal et du fait de la

formule (6)

yn = (h*u)y =Y  hgtiy_g, n >0 (11)

k=0
En terme de transformée en z:

Y(2) = H(2)U(z) ou H(z) = Zﬁ% hiz~ % est la fonction de transfert du filtre.

Question importante: pour calculer y,, a chaque instant n via la formule (11), il
semble qu’il faille en général effectuer n opérations. Ceci n’est évidemment pas
envisageable. C’est la raison pour laquelle on ne considere en pratique que des
filtres pour lesquels on peut calculer y,, a chaque instant n en faisant un nombre
d’opérations indépendant de n. Ces filtres sont ceux dont la fonction de transfert

H(z) est rationnelle.
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Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Ce sont les filtres pour lesquels tous les coefficients (hy)r>0 au dela d'un certain
entier K sont nuls: hpy =0si k > K.

Sin > K, I’équation (11) se met sous la forme:

Yn = (hxu)y, thun e, >0 (12)
k=0

Le calcul de y,, nécessite donc (K + 1) opérations pour tout n > K. La fonction de
transfert du ﬁltre H ( ) est le polynome de la variable 2! donné par

H(z) = Z p_o N , ce que 'on peut mettre sous la forme

K—k
H(z)=z7X (Zkzo hsz_k) = k= Ozh[?’z qui est bien une fraction rationnelle

de z.
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Filtres récursifs a réponse impulsionnelle infinie (RII)

Exemple simple: filtre d’ordre 1

(un)n>0 étant le signal causal d’entrée, on définit la sortie (y,),>0 comme le signal

causal vérifiant pour tout instant n > 0 I’équation

Yn — QYn—1 = Up (13)

Comment calculer y,, pour chaque n 7

e Initialisation: pour n = 0, (13) donne yg = ug car y_; = 0 du fait de la
causalité de y.

Pour n =1, (13) donne y; — ayg = u1, d’'ou y1 = ayy + u1.
Pour n = 2, meme chose, yo = ay; + us.

Yo, - - -, Yn—_1 ayant été préalablement calculés, on évalue y,, par

Yn = AQYp—1 + Up.

Et on continue
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A chaque instant n, le calcul de y,, nécessite donc de mettre en oeuvre 1
multiplication (celle de y,,_1 par a) et une accumulation (ajouter u, a ay,_1). On
convient souvent de considérer qu’une multiplication et une accumulation font une

opération. On parle d’implémentation récursive.
En conclusion, il faut 1 opération pour calculer vy, pour chaque valeur de n.

Pourtant, nous allons voir dans le transparent suivant que la réponse
impulsionnelle du filtre transformant u en y est la suite causale hy = a* pour tout

k. Dans ces conditions,

_ n k
Yn — Zk:() a " Un—k

Si on calculait y,, directement comme cela, il faudrait a chaque instant n faire n
opérations. L’implémentation récursive rend donc possible la mise en oeuvre

pratique de ce filtre d’ordre 1.
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Calcul de la fonction de transfert et de la réponse impulsionnelle

Comme ¥y, = ay,_1 + u, pour tout n > 0, la transformée en z du signal de gauche

est égale a la transformée en z du terme de droite. En utilisant la propriété que la

transformée en 2z du signal retardé d’une unité y,,_; est égale & 2~ 1Y(2), on obtient
que

Y(2)=az 'Y (2) +U(2) (14)
c’est-a-dire |

Y(z) = 1——az—1U<Z) (15)

On en déduit que

H(z) = —

1—az ! Z—a

Pour retrouver la réponse impulsionnelle, il faut développer H(z) sous la forme

H(z) =3,2% hpz* pour |2] assez grand. Ici, il est clair que

1

Ta=T = S0 ak 27 F si laz | < 1, cest-a-dire si |z| > |al.

Par conséquent, h; = a”* pour tout k& > 0.
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Cas général

La sortie (yy,)n>0 est définie comme la suite causale vérifiant I’équation récursive

Un + D pey GklYn—t = > —_gbiuy,—; Comment calculer y,, pour tout n ?

e Initialisation yg = bguyg

® yi,...,Yn—1 ayant été calculé on évalue y, par

p

q
Yn — — Z AkYn—k | T Z biup—i

k=1 =0

e La mise en oeuvre du filtre nécessite donc p + ¢ + 1 opérations
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Fonction de transfert

On écrit que les transformées en z des signaux (Yn + Y oy GkYn—k)n>0 €t

(Z?:() blun—l)nzo coincident.

On obtient la généralisation de (15):

)+ Zakz_kY Zblz_lU

ce qui donne

Dbz

H _
(2) = 1+Zk 1akz

H(z) est bien une fraction rationnelle de 2~ !, donc de z. En conclusion:

Les filtres que 'on implémente en pratique sont ceux dont la fonction de transfert

H(z) est rationnelle.
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Stabilité des filtres

Définition 1 On dit qu’un filtre est stable si tout entrée bornée produit une sortie

bornée.

En pratique, tout filtre doit eétre stable. Sinon, mathématiquement, il existerait des
entrées bornées générant des sorties que ne le sont pas. Par exemple, si on
considere le filtre récursif d’ordre 1 y,, = ay,—1 + u,, avec a > 1, nous avons vu que

n . ’ . . , .

Un = D p—o aFu,_j. Silentrée est u,, = Y, qui, bien sur, est bornée, la sortie y,
a1
a—1
En pratique, le processeur qui va calculer y,, ne générera évidemment pas un signal

qui tend vers l'infini.

a chaque instant n est donnée par y, = > ,_,a" =

tendant vers I'infini car des phénomenes d’écrétage vont apparaitre: les processeurs
manient des mots binaires dont le nombre de bits, disons IV, est fixe. Cela veut
dire que le nombre maximum représentable par le processeur est 2¥¢. Toute
quantité mathématiquement plus grande que 2™V¢ sera écrétée a 2™Vv. Cela signifie
qu’en pratique, dans le cadre de cet exemple, le filtre va calculer max(y,,, 2™V?).
Cela veut dire qu’un filtre instable peut produire des signaux non conformes aux

équations mathématiques qui le définisse.
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Claractérisation de la stabilité.

Résultat 1 Un filtre de réponse impulsionnelle (hy)r>o est stable si et seulement
si > n2p [hi] < 400

La propriété (7) implique donc le critere de stabilité important suivant:

Résultat 2 Un filtre de réponse impulsionnelle (hy)r>o dont la fonction de
transfert H(z) est rationnelle est stable si et seulement si tous les poles (¢;) de

H(z) sont de modules strictement plus petit que 1.

1 z

Par exemple, si H(z) = ——— = le filtre est stable si et seulement si |a| < 1.

l—az— z—a’
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Notions sur la synthese filtres numériques.

Dans ce contexte, on cherche un filtre numérique dont la fonction de transfert H(z)
est rationnelle.

Z?:O blz_l
1437 _apz™k

e H(z) soit un filtre stable

Il s’agit de trouver H(z) = de fagon a ce que:

o |H(f)| = |H(e*™7/)| soit conforme & un gabarit

e Exemple de gabarit pour un filtre passe-bas de fréquence de coupure B.
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Logiciels existants

Nombreux logiciels existants pour résoudre des problemes de ce type:
e Algorithmes d’optimisation

e Déterminent p, q et les coefficients

On peut choisir a priori d’utiliser des filtres RII ou FIR (H(2) = Zf:o hiz™F).

e Choix FIR: filtre automatiquement stable, possibilité d’avoir une phase linéaire
(voir plus loin), mais pour un gabarit donné, la valeur de K peut étre
beaucoup plus grande que p 4+ ¢ + 1 si on utilise un filtre RII récursif. La

complexité de mise en oeuvre peut étre plus importante.

e Choix RII: pour un gabarit donné, permet d’avoir p + ¢ + 1 pas trop grand,
donc complexité de mise en oeuvre raisonnable. Le controle de la stabilité peut

étre problématique pour tout un tas de raisons
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Filtres a phase linéaire.

Motivation Prenons un filtre passe-bas de fréquence de coupure B respectant le
gabarit précédent. On aimerait que ce filtre ne distorde pas un signal u dont la
bande passante est 'intervalle [0, B] (c’est-a-dire un signal dont la transformée de
Fourier U(f) est nulle si f > B). En travaillant en transformée de Fourier, cela

voudrait dire que

[H(f)IU(f)Arg(H(f))

pour tout f € [0,1/2]. Comme la bande passante de u est [0, B] et que |[H(f)| ~ 1
si pour tout f € [0, B], on peut dire que |H(f)|U(f) ~ U(f). Par conséquent, on

almerait que
U(f) = U(f)Arg(H(f))
condition réalisée si Arg(H(f)) ~ 1 pour tout f € [0, B]. Cette condition introduit

une condition beaucoup trop forte, tres difficile a approcher en pratique. Dans ces
conditions, le signal de sortie du filtre va étre en général une version tres distordue
de wu.
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Filtres a phase linéaire.

Définition 2 On dit qu’un filtre de fonction de transfert H(f) est a phase linéaire
st Arg(H(f)) = =27 Pf pour tout f, ou P est un entier.

Si notre filtre H(f) est a phase linéaire,

[H(N)IU(f)Arg(H(f)) = U(f)e >

En d’autres termes, lorsque 'on fait passer le signal u dans le filtre, le signal de

sortie va étre a peu pres le signal u retardé de P unité de temps. Cette distorsion

n’est absolument pas génante en pratique.
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Comment réaliser un filtre a phase linéaire ¢

Prendre un filtre RIF H(z) = >, hixz~" dont les coefficients vérifient la
condition de symétrie

hpi1=hp_1,hpy2 =hp_2,...,hop = hg
c’est-a-dire hop_ = hy pour tout £k =0,...,2P.

On peut voir sans trop de peine que

P
H(f)e*™ " =hp +2  hp_jcos(2rkf)
k=1

Par conséquent, H(f)e?™F/ est un réel. Si ce réel est positif pour tout f,
c’est-a-dire si
P
hp + 2 Z hp_icos(2mkf) > 0
k=1

pour tout f, alors, |H(f)| = hp + 225:1 hp_x cos(2rkf) et
Arg(H(f)) = —2inPf.
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